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0 Integration

0 Integration

e Mehrdimensionale Integration (Volumen).

e Erweiterung der Klasse der integrierbaren Funktionen zur Verbesserung der Konver-
genzeigenschaften. Bisher

b f > lim/fn(:c)dx = /f(:z:)da: (0.1)

gleichméfBig
Jetzt: schwéchere Bedingung entwickeln.
e = "Lebesgue-Integral”

e Beispiel: Q (abzahlbar) C R (iiberabzéhlbar)
= Q ist sehr viel kleiner als R\ Q

1, falls x € Q
T) = 0.2
xol@) {O,falls ¢ Q 02)
Lebesgue-Integral:
b
/XQ(x)dx =0Va<b (0.3)
e Beispiel:
n,falls 0 <z <
fu(z) = { n (0.4)
0, sonst
fn ist Treppenfunktion, denn
; 1
/fn(x)dx =-—-n=1 (0.5)
/ n
fn konvergiert punktweise
= n1_1}11100 folz) =0V z, (0.6)
weil
r=0= f,(x)=0,Vn (0.7)
1
3:>O:>E|n:a:>g>0 (0.8)
= fm(z) =0Vm >n (0.9)



1 Treppenfunktionen

Also: 3 Folge von Treppenfunktionen f,, mit
lim f, = f(x), V& (0.10)

wobei f =0 (konstant), aber

n—-+00

lim / Fulz)dz = / F(a)da. (0.11)

1 Treppenfunktionen
1.1 Definition der charakteristischen Funktion
Sei M eine Menge, S C M. Die charakteristische Funktion von S ist
1,falls x € S
={7 1.1
Xs(@) {O,falls rédS (1)

1.2 Definition des Intervalls

Ein Intervall ist eine zusammenhangende Teilmenge des R.

1.3 Definition eines Quaders

Eine beschrankte Teilmene M C R"™ heifit Quader, falls es Intervalle I, ..., I,, C R gibt mit
M=1x---x1I,.

1.4 Definiton des Volumen eines Quaders

Sei I C R ein Intervall, dann ist die Lange von I definiert als:
L(I) =sup{z € I} —inf{x € I} (1.2)
Sei M =1, x --- x I, ein Quader in R™. Dann ist das Volumen von M definiert als:

Vol(M) = (L) x -+ x I(I,). (1.3)

1.5 Definition der Treppenfunktion

Eine Treppenfunktion f auf R™ ist eine Funktion der Form

flz) = i CEX Qs (1.4)

wobei m € N, ¢, € R, Qi beschrankter Quader.



1 Treppenfunktionen

1.6 Bemerkung zu Treppenfunktionen

Die Treppenfunktionen bilden einen Vektorraum.

y
@1
'
2
™~ Q2
X
= 4x0, — 2X0Q, (1.5)

1.7 Definition des Integrals einer Treppenfunktion

Sei f=>71L ckXq, eine Treppenfunktion. Dann ist

/f(x)dx = f: cx - Vol(Qy). (1.6)
k=1

1.8 Bemerkung zu Integralen von Treppenfunktionen

In der Situation von Definition 1.7 ist f — [ f(z)dz eine lineare Abbildung vom Vektorraum
T(R™) der Treppenfunktionen auf R” nach R.

Y

T(@) 2 |f(@)| Ve (L7)
JIr@lde = 1Tl < 1l (1.8)

10



1 Treppenfunktionen

1.9 Notation

1.9.1 Definition der reellen Zahlen mit Unendlich

Definiere R = R U {—o00} U {+00} als Menge. Eine Folge a; in R konvergiert in R genau

dann, wenn aj gegen konvergiert ¢ € R oder uneigentlich gegen +o0o konvergiert.

1.9.2 Bemerkung iiber Reihen
Jede Reihe 332, aj, mit ap > 0V k konvergiert in R.

m

S = Z ay ist monoton steigend =5, ist konvergent oder unbeschrankt

k=1

=5,, konvergiert in R U {400}

1.9.3 Definition uiiber das Rechnen mit Unendlich

(+o0) +c=+00 VeeR
(—o0)+c=—-c0 VeeR
(+00) + (—o0) ist undefiniert

1.10 Definition von Hiillreihen

Sei f: R — R. Eine Hiillreihe fiir f ist eine Reihe der Form

Z CkXQr
k=1
mit:
L. Ve e R™: Y02 leexq,| = | f(x)]
2. ¢,2>0,c,€R

3. Qi sind offene, beschrinkte Quader

1.11 Definition des Inhalts einer Hiillreihe

Der Inhalt einer Hillreihe ist

In i cr - Vol(Qy) € Rf U {400}

k=1

1.12 Definition der Hiillreihe einer Funktion

| £l = inf{In(p): ¢ ist Hillreihe fir f}

11
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1 Treppenfunktionen

1.13 Beispiele fiir Hiillreihen
1. f(r) = 2: Sei
Qr=A{(z1,...,x,) € R": |2;] < kVi} (1.17)
Dann ist
22 Xax (1.18)
k=1
eine Hiillreihe fir f.
In = 22 Vol(Qy) = Z +00. (1.19)
Ve € R": ZZ-Xka—koto( ) (1.20)
k=1
1 fall
2. f(x) = xonp1] = { allsz € Q : Fixiere € > 0.
0 sonst
Y
Ton(2)
1
H—4 % | x
1 2 3 1
Intervalllingen: € - 27 - %
/Tm(x)dx —c.gm (1.21)
Dann ist:
) =D XQu, (1.22)
1=0
mit
L R8T (1.23)
el p : .
—o.gm. L (1.24)
p= —~ .

12



1 Treppenfunktionen

eine Treppenfunktion und:
Z Tm = Z XQm,l
m m,l

die Hiillreihe nach Umnummerierung. Sei

reQnjo,1].
Dann gilt:
ng,pEZ,mENmith 0,1]
m
=0<p<m :>95€Qm7p :>f(x):1:XQm,p§ZXQmJ
m,l
(¢ Q= f(r)=0< xq..)
m,l
Das heif3t:
ZXQm,l
m,l
ist eine Hiullreihe fir
f(ﬁ) = XQn[0,1]

In (i XQm,l) = i VOI(Qm,l)
m m,l

[e.e] 1 oo
= e — 27 = e-27"M=¢
T
Also existiert fiir alle € > 0 eine Hiillreihe ¢ fiir f mit

Inhalt(p) <e = | f]1=0.

(1.25)

(1.26)

(1.27)
(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

1.14 Lemma iiber die elementaren Eigenschaften der L'-Halbnorm |||

L ||Iflli € RYU{0} U {400}

2 Nlglle < A1+ llglh

13



1 Treppenfunktionen

Beweis Wenn > 72, c;xq, Hillreihe fir f und 272, ¢ xq, Hillreihe fiir g, dann ist

(>Cr2y ekxorn) + (202 éexo,) Hillreihe fiir f + g¢.
Genauer:

kz::ldeMk mit  dopy1 = ¢ Mop1 = Qg (1.34)

dop = G My, = Qy

Al - A=Al VA e R

4 |[fllx = llglly falls [f(z)] = |g(x)[ V =
5. f 1l < llglly falls [ f ()] < |g(a)| V2

Beweis |f(z)| < |g(x)| V& = Jede Hiillreihe fiir g ist auch eine Hillreihe fir f

("Monotonie”).

1.15 Bemerkung, warum die L'-Halbnorm keine Norm ist

Die L'-Halbnorm ist keine Norm, weil:
L. ||f|li = oo moglich ist und
2. Iflh=0=% f=0.

Ziele

e Wenn 7'(z) Treppenfunktion ist, dann soll [|T(z)|dx = ||T||x gelten.

e Was ist ein Integral? Wenn 7,,(x) eine Folge von Treppenfunktionen mit lim||7,, — f||; =
0 ist, dann sei [ f(z)dx == lim [T, (z)dz.

1.16 Satz uiber die Berechenbarkeit des Volumens eines Quaders

Sei ) ein kompakter Quader, () C R™. Dann gilt

Vol(Q) = [ xa()dz = lxell (1.35)

14



1 Treppenfunktionen

Beweis =-: Wir zeigen:
Ixell < [ xo()dw = Vol(Q)
Q = [a1,b1] X ... X [an, by]
Erinnerung: Es gilt:
| £l = inf{In(p): @ ist Hillreihe fir f}.
Sei £ > 0. Dann gilt
lag —e, by +e[x - X]a, —e,b, + ¢

ist ein offener Quader @) mit

= Xg ist eine Hiillreihe der Form:

arxg, mita; =1,Q; = Q,ap, =0V k >0
k=

1
Vol(Q) = (by — a1 +2¢) -+ (by — an + 2¢) = In(x4)

Es gilt:

lim Vol(Q) = (by —ay) - -+ (b, — a,,) = Vol(Q)
=Vol(Q) > inf{In(p): ¢ ist Hillreihe fir f}

=Vol(Q) = /|XQ(m)|d$ > [Ixell

(<) Noch zu zeigen:

Ixalli = [Ixq(@)ldz = Vol(@)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)
(1.44)
(1.45)

(1.46)

Sei Y72, arXq, eine Hiillreihe fiir x¢. Fixiere € > 0. Aus der Definition von Hiillreihen gilt:

Ve: Y axo.(e) = xo(@)
k=1

VreQ: > arxg,(z) >1
k=1

N
=Vzr e Q:IN(z): Y (z)apxg,(z) >1—¢
k=1

(1.47)

(1.48)

(1.49)
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Fir x € @) definieren wir

N Qw=W,. (1.50)

TEQy
k<N (z)

Dann gilt z € W, und W, offen, da die Q) offen sind. Fiir alle p € W, gilt:

;(x)XQk (p) > kZ_:(x)ka (2)>1—¢ (1.51)
T
weil fir k < N(z): x € Qr = p € Qk (1.52)

Erinnerung: Jede offene Uberdeckung von kompakten Mengen besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
Also: Uzeq(Wy)zeq ist eine Familie von offenen Mengen mit

UW.2dQ=3a,....25: W, U...UW,, DQ (1.53)
z€Q
Nun gilt:
N
Vp € Wy Y (z)ag: xo.(p) >1—¢ (1.54)
k=1

Sei N = max{N(x1),...,N(zs)}. Dann gilt:

Vp € Q: z_: apXq,(p) > 1 — e (Treppenfunktion) (1.55)
{Z kX Qs (p)} — (1 =¢e)xq(p) = T(p) mit T(p) = 0V p (1.56)

Hilfsbehauptung Wenn T' Treppenfunktion mit 7'(x) > 0V z ist, dann folgt

/T(m)dm >0 (1.57)
Beweis der Hilfsbehauptung
N
= > a;Vol(Qy) > (1 —¢)Vol(Q) (1.58)
k=1
/\

16



1 Treppenfunktionen

Also: Fiir jede Hillreihe und Ve

N

In(i ak‘XQk) = i arVol(Qg) > Z axVol(Qx) > (1 — €)Vol(Q)
k=1

k=1

:>In<i akXQk> > Vol(Q)

k=1
=|xollh = mf{In(Z akXQk> } > Vol(Q)

Slhvel = Vol(Q) = [x@)(x)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

R

1.17 Lemma iiber die Positivitat des Integrals von Treppenfunktionen

Sei T eine Treppenfunktion mit 7'(xz) > 0V z. Dann gilt: [T (x)dz > 0.

Beweis Da

/T(m)dx = > a;Vol(Qy)
k=1
falls
T=) arxq,

k=1

geniigt es zu zeigen, dass man 7' = ;" ;| axXq, schreiben kann mit a; > 0V k.

Problem

_47 Q?) 57 QQ

27Q1

T = 2XQ1 + 5XQ1 - 4XQ1

17
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Hilfslemma Jede Treppenfunktion 7" 148t sich schreiben in der Form T'(x) = Zz]\i Loixe,
wobei die C) disjunkte Quader sind.

Beweis des Hilfslemmas: Seien T' = >3/ axxg, und S die Menge aller Koordinaten aller
Quader Q. S C R endliche Teilmenge, S = {Si,...,S,} mit S; C Sy C --- C S,.. Als {@Q},
wéhlen wir die Menge aller I x - - - x I,,, wobei jedes I; der Form {S;} oder ]S}, S;4+1[. Dann
ist jeder Quader (), Vereinigung von einigen der Quadern C;

p
= T({L‘) = ZleCl db e R (166)

=1

/\

Forsetzung des Lemmabeweises: Wegen des Hilfslemmas gilt T'(z) -7, byx¢, mit C; paarwei-
se disjunkt. Daraus folgt:

T(x)>=0V2z=10>0V1 (1.67)

= b >= O,VOI(CZ) >0Vl (168)
p

:>/T(x)d:v = BVol(C)) > 01 (1.69)
=1

/\

1.18 Satz iiber die Gleichheit der L'-Halbnorm und dem Integral des
Betrages einer Funktion

Sei f eine Treppenfunktion. Dann gilt || |1 = [|f(z)|dz.

Bemerkung ||f||; und [|f(z)|dx hingen nur von |f(z)| ab und x — |f(z)| ist ebenfalls
eine Treppenfunktion. Deshalb setzen wir 0.B.d.A. f(z) > 0V z.

Beweis
1. Bereits bekannt fiir xo (Q Quader)
2. f(z) =M, arxq,  Nach 1.17 gilt:

0.B.d.A,

flz) >0=—= ¢, >0VEk (1.70)
M N

= /|f(90)|d95 = > axVol(Qk) = Y _llarxaq, Il (1.71)
k=1 k=1

18
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Nach der Dreiecksungleichung fiir ||-||; folgt weiter:

N N
/If(x)ldl‘ = > llarxq.lh = 11 axxq.lh = I flh
k=1 k=1

Also: Fiir jede Treppenfunktion f mit f(z) > 0V a gilt: [ f(x)dz > || f||.

Q2

OF

@1

Q

(1.72)

Wiihle einen kompakten Quader @Q so, dass Q, C QVk. Wihle M so, dass M > S ay.

Dann gilt:
Mxq(z) = f(=)

= g(z) = Mxq(z) - f(z)
ist eine Treppenfunktion mit g(z) > 0V x.

= [ g@)dz > llgl

= [ @) +9@) = Il + lgll
Aber:

[Mxell = Mlixelh
= /MXQ(:U)dx vel o) Mo/ /f(x) + g(z)dx

= [[fll + gl = llglh = [[Mxellx
= Nur Gleichungen

= [ f@)+ g(@)dz = | 1l + gl
= [ f@ydz = |71

19
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1.18.1 Beispiel
Sei ¢ # 0 und f(z)=c (konstant). Dann gilt || f|l; = 4+o0

Beweis Sei Q, = {(z1,...,2,) € R": |z;] < m} Quader. Es gilt:

|f(z)] = |c] > |c|xq,, Vm
=1fllh = llexoull Vm
= [lelxon()dz = lel(zm)" v m

= fllx = +o0

1.18.2 Folgerung
Sei f eine Treppenfunktion. Dann gilt |[ f(x)dz| < || f]:-

Beweis
fla) = fH(z) = ()
wobei
f(x) = max{0, f(x)} f~(2) = max{0, —f(z)}
Also:

[ t@)dal =1 [ £5@) = 1 @)del < [ fF@)do+ [ o= [1f(@)ld

1.19 Ungleichungssatz fiir die L'-Halbnorm

Seien (fi.)i>1f : R™ — R Funktionen mit |f(z)] < 332, |fx(z)| V2 € R™. Dann gilt:

11l < D2 el
k=1

Beweis Fall 1:
Yl fwlly = 400 =
k=1

Also gilt die Behauptung.
Fall 2:

Sfalli < 400 = Ve >0gilt |[flli < S|l +¢

k=1 k=1
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1 Treppenfunktionen

Sei € > 0 gegeben. Nach Definition der L!'-Halbnorm existiert V& € N eine Hiillreihe fiir f;,

> Tl (1.93)
=1
mit
> [ Ta)de = 3 (Tiy) < fill +2 ¥ (1.94)
I=1 I=1
Wir setzten
Sm =Y Tyy wobeim = max(k,!) (1.95)
k=1
fe=>"Ths, D fa=D, (Z Tk,l) (1.96)
I=1 k=1 k=1 \i=1

M %)
Tim. (z TM) ~ 3 S, (1.97)
m=1 m=1

als endliche Summe von Treppenfunktionen und daher auch Treppenfunktion mit positiven
Koeffizienten. Dann ist

P = Z S,, Hiillreihe von Z|fk’| (Ubung) (1.98)

m=1 k=1

Dann ist ¢ auch Hiillreihe fiir f, da

@) < Y@V (1.99)
Es folgt:
| f] S}ilfkl SéSm—so (1.100)
und somit

£l < 11l < In(e)
k=1

= i/Sm(x)dx:Aiiréo > ( > /Tk,z(w)dw> (1.101)

1<k<m \1<I<m

Aus

> /Thl(x)dx <\ filly +27" (1.102)

1<Il<m

21



2 Nullmengen

folgt
R (Z /Tk,z(fr)dfr> < D Mfell + (Z 2"%) (1.103)
k<m \i<m k=1 k=1
Il < Il < DN felli+6 Ve>0 (1.104)
k=1 k=1

2 Nullmengen

2.1 Definition von (Lebesgue-)Nullmengen

Eine Teilmenge N C R™ heifit ”(Lebesgue-)Nullmenge” falls ||xx|[1 = 0.

2.2 Satz iiber Teilmengen von Nullmengen

Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

Beweis Seien N eine Nullmenge und A C C. Dann gilt

0<xa<xn (2.1)

und

0 =10l < lxalls < lixwllr =0 (2.2)

2.3 Nullmengensatz fiir halbnormierte Funktionen
Sei f: R™ — R. Dann gilt
Iflli =0« {x € R"|f(x) # 0} ist Nullmenge. (2.3)

Beweis O.B.d.A.: f > 0. Sei A :={x € R"|f(z) # 0}

(=) Es gilt:
Inflli=0 Vn <1 (2.4)
Wegen
> _JOo Lz ¢ A
;nf(m)_{+oo,x€/1 (2.5)

22
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gilt
Xxa <Y nf
n=1
und somit

0<|xalh < X lInflli =0

n=1

das heift A ist Nullmenge.

(<) Es gilt:
f< inXA
und daher:
0 <l £ D lmall = 3 (allxall) =0 = 171y =0

2.4 Satz iiber die Vereinigung von Nullmengen

Die Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge.

Beweis Es seien (Ny); > 1 Nullmengen, dann gilt:

k=1

Daher folgt:
0< Ixym s < X llxm ]l =0
k=1

das heifit |J Vi ist Nullmenge.

2.4.1 Folgerung

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Jede abzahlbare Menge in R" ist Nullmenge. Insbesondere ist Q C R = R! Nullmenge.

23
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2.4.2 Beispiele von nicht abzahlbaren Nullmengen

1.
)
I =la,b,a<bceR (2.12)
A=1x{c} CR? (2.13) © O——0°
Dann ist A Nullmenge. * * z
a b
2. Beispiel einer iiberabzéhlbaren Nullmenge in R:
Cantor-Menge Dezimalentwicklung fur z € [0, 1]:
r =Y 10 Fmit ap, € {0,1,...,9} (2.14)
k=1
Entwicklung zur Basis 3 (3-adisch):
0,1] 32 =" 10 " mit v, € {0,1,2} (2.15)
k=1
Idee von Cantor:
Cr={zel0,1]|y#1}mitl <k<I (2.16)
) )
Cl C2
1 1
E ] £ Tz x
1 2 1 1 2 1
3 3 3 3
C; D Cy+ 1 far [ > 1. Cantor-Menge C' ist:
C={zel0,1]|VEk>1v#1} (2.17)
Eigenschaften:
a) C ist Lebesgue-Nullmenge.
b) C ist iiberabzahlbar.
Zu a)
9\ !
€ caviz1=0% el < lxali = (3) 218)
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3 Das Lebesgue-Integral

Daher gilt
Ixclli =0 (2.19)
Zu b) P(N) ist iiberabzéhlbar, P(N) — C'
x:Z%B_kﬁAr—)XA:ZQ-B_k (2.20)
keN keA

mit vy, = {0, 2}. Injektion von P(N) in C'. Es folgt, dass C' iiberabzahlbar ist.

3 Das Lebesgue-Integral

3.1 Definition des Lebesgue-Integrals einer Funktion

Sei f: R® — R Funktion. Dann heifit f Lebesque-integrierbar, falls es eine Folge von Trep-
penfunktionen (7})x>1 gibt, sodass || f — Tk|1 —— 0. Wir nennen die Zahl

I = lim /Tk(x)dx (3.1)

k—o0

das "Lebesgue-Integral” von f und schreiben:

/ fla)de =1 (3.2)

1. Priifen: Ist I wohldefiniert? Das heifit falls (7}) eine weitere Folge von Treppenfunk-
tionen mit || f — T} |1 — =10, gilt dann auch dass

lim / T'de =17 (3.3)
k—o0

2. Auch Priifen: Ist ([ Ty (z)dz)r>0 konvergent?

Beweis Zu 2.:

1T =Tl = T~ £+ =Tl < [T~ fl 4 1f =Tl =0 (34)
Es folgt:
|[ Titayde — [ Ti(e)dal < [ [T = Tldw = | Ty — Tilly —— 0 (3.5)

das heiBt ([ Tx(x)dx)r>1 ist Cauchyfolge in R und somit konvergent gegen eine Zahl, die wir
I nennen.

Zul.:Z.z.: limg o [Ti(x)dx =1

|[ Tu@)dz ~ [ Ti@)dz| = | [ (T~ T)da|
<|NTx — Tpllh = [|T% — flli + |f — Thlh = 0 (3.6)

R
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3 Das Lebesgue-Integral

3.2 Ungleichungssatz fiir das Lebesgue-Integral
Fiir jede integrierbare Funktion f: R — R gilt

[ f@ydel < [1f@)lde =1 f

Beweis Zuerst :"="-Zeichen:
Mittels Dreiecksungleichung erhalten wir:

\fl =Tkl = |f =T + Ti| — |Tk| < |f —Ti| + T3] — |T| = | f — T
und

Tl = 1f1 = Te = fI+ [fI = AL < VT = fL+ U= 1fL = 1T = £
das heif3t
£ = 1Txl| < If = T
Sei also (T )k>1 Treppenfunktionsfolge mit

If = Til[i —— 0
k—o0

Hilfsbehauptung |(7%):>1| ist Treppenfunktionsfolge mit
Ji71= 1], == 0
Wir haben:
|71 =17l |, < I = Tills —= 0

da jede Hiillreihe von f — T} eine Hiillreihe von |f| — |T}| ist.

Es folgt, dass |f| integrierbar ist und es gilt:
[1f@)ldz = Jim [|Ti(@)ldz = lim 1Tl
Weiterhin gilt:
Il = [1f = T+ Telly < [If = Tells + 1Tkl — /!f(l‘)ldﬂ?

und

[Tells = L = Telly = [1f + (T = Pl = If = Tillx
<N+ 1T = flls = I1f = Telly = 1f [l
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3 Das Lebesgue-Integral

SchlieBlich gilt:
Hm | Tyl[r < ([ f]ln < Hm| Ty
und somit

J1f@lda = timl Tl = 111

Jetzt: ”<” beweisen.
Fir e > 0 dkg € N mit

If =Tlls <€

und
|/f(:v)d:v . /Tk(x)dx| <eVk>ky
Sei T := T},. Bs gilt:
[ T@)dz| < 1Tl
Es folgt:
|/f(:zc)dx| — |/f(x)dx—/T(:v)dx+/T(m)dx|
< |/f(x)dx - /T(a:)dx| + |/T(x)dx|
<e+ [IT@)de =<+ |71,

=e+ [T - f+ [l
< ellT = fll + [I.f1l
< |[fll +2e

D.h Ve > 0 gilt:

[ F(@)dal < £l +2¢
Dann folgt:

[ f@ydzl] [ f(@)dal < [1£(x)ldz

3.3 Integrationsapproximationssatz

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Es seien (f)i>1f: R® — R Funktionen. Wenn alle fj, integrierbar sind und ||f — fi|[; — 0,

dann ist auch f integrierbar und es gilt:

[ f@ydz = Jim [ fu(w)ds

27
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Beweis Da f; integrierbar ist, gibt es eine Treppenfunktion 7} mit k; = ki(§) sodass
Ife = Tilh < 27 (3.31)
Sei nun € > 0 und k; € N so, dass Vk > k; gilt
1f = ful < 5 (3.32)
Es gibt ein ks € N mit Vk > ko gilt
ok < = (3.33)

2
SchlieBlich gilt Vk > ko = max(ky, k2):

If = Tillh = IIf = fr + fe — Tillx
£

<Nf—=f =Kl +Ife = Telly < (2

)+27F <2 (3.34)
Somit ist f integrierbar. Weiterhin gilt:
[ fe@)de = [ f@)dal =1 [(fe = D@)da] < W= flh =0 (3.35)
Das heifit
/ f(@)dz = lim / Fuolx)dz (3.36)

k—o0

3.4 Propostion

Es seien f,g: R® — R integrierbar und a,b € R. Dann gelten:

1. H == af + bg ist integrierbar und [ H(z)dz = a [ f(z)dx 4+ b [ g(z)dz (Linearitat des
Integrals)

2. |f],]g| ist integriebar
3. m = max(f,g) integrierbar

4.
f@) < g@) Ve = [ f)de > [ glo)de (3.37)

flo) <0V = /f(:c)dx >0 (3.38)

Die Eigenschaften 4. und 5. werden auch als "Monotonie des Integrals” bezeichnet.
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Beweis

1. Es seien (Ty)g>1 und (Sk)r>1 Folgen von Treppenfunktionen, sodass

|f =Tkl ——0, |lg =Skl ——0
k—o0 k—o0

Wir setzen

Dann gilt:

Rk Z:(Z~Tk+b'5n

|H — Ri|1 = |laf +bg —a- Ty —b- Skl

Das heifit H integrierbar mit:

< lalllf = Tilly + lllf = Slly 2 0

/H( )dz = lim /Rk o = Tim (/(aTk+bSk)dx)

=a- lim /dex+b lim /Skd:v
k——+o0

k—+o0

:a~/f(x)dx+b-/gxdx

2. Schon bewiesen.

3.

ist integrierbar.

(f—g)(x) >0V

max(q, 5) =

m(z)

@t 5+l )
= max(f,g) = 5

= [(f = 9@z = [1(f = g)(@)ldz = |If = glls = 0

:>/f(x)d3: > /g(m)d:c

5. Folgt aus 4. mit g =0
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3.5 Satz von Beppo Levi

Sei Ty, eine Treppenfunktionenfolge mit

Tis1(x) > Tp(x)VnVe (3.50)
Sei
kgin Ti(z) = f(z) e RU{+o0} CR (3.51)
Wenn de > 0 mit
/ Ti(2)dz < o, (3.52)
dann ist f integriebar mit
kEIEOO/Tk(x)dx = /f(a:)da: (3.53)
3.5.1 Beispiel
Sei
rfir0<z<l1
f@) = { : (3.54)
0 sonst
firl <z <1
To(z) =0, Ti(z)= {2 Ha=d (3.55)
0 sonst
Tys(x): Schrittlinge 5; mit
Lo fir f <o < W
p(z) = PR =S (3.56)
Ofallsz <OQoderz >1
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3 Das Lebesgue-Integral

mit 0 <1< 2F—1.

Klar:
Tk+1 Z Tk YV z und k1—1>1:&-noo Tk = f (357)
JEETES S S R (3.58)
MO = Zoghgr T 2k T |
Bt A S SRR (3.59)
S 4Fe2 2 2.2k koo 2 '
1
Se(e=3)iez /Tk(x)dx vk (3.60)
eppo Levi 1
Zeppo Lewi f(z) ist Lebesgue-integrierbar mit /f(:c)dx =5 (3.61)
Beweis des Satzes: Wir definieren:
gr(x) = Thy1(x) — Ti(2) (3.62)
Wegen
Tior1 > T gilt gr(z) 2 0V (3.63)
Betrachte f — Ty fir N € N. Weil
[ = kklfoo Ty wnd gp(v) = Ty — Ti (3.64)
gilt
k>N
1 =Tl =1 e < X llgulls = 32 | low(a)lde (3.66)
k>N k>N k>N
M
ge(z) >0 ==Y /gk(a:)da: = lim ) /gk(x)dw (3.67)
kSN M—+o00 =N
M
/ ist linear —= Mlggrloo k;\[ gi(x)dr = Mlgiloo/TMH(x) — Tn(x)dx (3.68)
— Jim / Ty (2)da) — / Ty (z)dz) (3.69)
weil
/Tk(x)dx <cVk, 3 = MILIEOO/TMH(x)dx (3.70)
Ve > 03Ng: YN > No: | — /TN(x)dx\ <¢ (3.71)
=|f =TIyl <= MhIE /TMH(x)dm - /TN(x)d:L’ <eVN>Ny, (3.72)
— 400

Also ist f integrierbar und [ f(z)dz = limy_ o0 [ Tv(x)dx
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4 Exkurs: Quotientenvektorrdume

4 Exkurs: Quotientenvektorraume

Sei V Vektorraum und sei W C V ein Untervektorraum. Man definiert eine Aquivalenzrelation
auf V:
Fir u,v € V gilt

u~v: Su—veW e JweWnitu=v+w (4.1)

Die Aquivalenzklasse von v:

p={veViu~rv}={utwweW}=v+w (4.2)
=V
V = — mit v — [I(v) = [v] (4.3)
Hier definieren wir:

% %
- = 4.4
= (44)
% ist ein Vektorraum, gennant "Quotientenvektorraum von V nach W’ oder "V modulo

W77
Ubepriifen ob % ein Vektorraum ist:

W]+ 0] =+ (v+ W)+ @+ W)= (v+0)+W (4.5)

Ausserdem zu priifen:

e Wohldefiniert?
e \[v] := [\v] wohldefiniert?

o [I:V — % linear und surjektiv?

5 Nullmengen und Integration

5.1 Integrationssatz fiir Nullmengen

Sei f: R® — R integrierbar. Sei f: R” — R so, dass {z: f(z) # f(x)} eine Nullmenge ist.
Dann gilt: .
f ist integrierbar mit [(fx)dx = [ f(z)dx
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5 Nullmengen und Integration

Beweis [ integrierbar = d Treppenfunktionen 7} mit

i (| ~ Tyl = 0

N=A{z:f#[}
ist Nullmenge
= |Ixnli =0= ||k||y =0V k mit {z: k(x) #0} C N
Insebsondere gilt
If = flli=0
Da
1f = Tells < 1f = flh+ 1f = Tilh

folgt

Jim If = Till = 0

= f ist integrierbar mit:

/f Ydx = hm /Tk dx_/f

5.2 Nullmengensatz fiir integrierbare Funktionen
Sei f: R™ — R integrierbar. Dann gilt:
{r e R": f(z) = 400}

ist eine Nullmenge.

Beweis [ integrierbar
= fll < 400
Ve>0Ve,z={z € R" : f(z) =+4o0}: |f(z)| > x.(x)

= flli > [le- xz(@)[i = ¢l[x:[l1 Ve >0
=|x:|li =0 < zist eine Nullmenge.
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5 Nullmengen und Integration

5.2.1 Folgerung

Sei f integrierbar und

flz) = {g(izxj;(f)j OO (5.13)

Dann ist f integrierbar mit

/f(x)da: = /f(:c)dx (5.14)
5.3 Definition der trivialen Fortsetzung einer Funktion
Sei A C R™, f: A+ R Funktion. Die triviale Fortsetzung f von f ist definiert durch:

fla) = {g(?; AG 4 (5.15)
"f ist iiber A integrierbar” < ”f ist integrierbar”
5.3.1 Notation

/ fla)dz = / F(a)de (5.16)

Ziel

Zu zeigen: Seien A "verniinftig” und f: A — R “verniinftig”, dann ist f iiber A integrierbar.

5.4 Definiton was "verniinftig” heiBBen soll

"Verntinftig” heifit: offen/kompakt, stetig, beschrankt.

5.5 Satz und Definition iiber von unten halbstetige Funktionen

Sei f: R® — R eine Funktion, p € R", dann sind dquivalent:

1.
lim inf(f(2)) > /(p) (5.17)

2.
Ve>030>0: f(x)> f(p) —eVamit|z—p|l <o (5.18)

Y

Wenn eine dieser Bedingungen erfiillt wird, so ist f ”in p von unten halbstetig”.
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5 Nullmengen und Integration

Erinnerung

fstetig < lim f(x) = f(p)
|f(z) = f(p)| <efalls |z —p| <d < f(p) +e> f(z) > f(p) —¢

Beweis (1. = 2.) lim,_,,inf f(x) > f(p) bedeutet, dass fir jede Folge x) mit limy_, o = p

der kleinste Haufungspunkt in R mindestens f(p) genau dann, wenn fiir jede Folge x) mit

kEI—&I-loo x, = pund (5.19)
kgrfoof(xk) =ceR (5.20)
gilt: ¢ > f(p). Sei € > 0 gegeben.
Wir zeigen 2. indirekt.
Annahme:
Vo >0: Fxs: jxzs—pl <0 flzg) < f(p) —e. (5.21)
Fir 0 = % erhalten wir die Folge:
Yk = Ts=1 (5.22)
1
lye =2l < 7 =0, f(y) < f(p) — ¢ (5.23)
Das heifit
Jim g =pund Tim f(ye) < f(p) —¢ < f(p) (5.24)
——+00 k——+o0
falls
klilil yr, = 3 in R Widerspruch zur Annahme (5.25)
— 400
(2. = 1.) Sei € > 0 gegeben.
30: |z —p|<d= f(z)> f(p) —e= k“?F inf f(xg) > f(p) — ¢ (5.26)
—+00
fiir jede Folge x,, mit
kllgloo T =p (5.27)
= lim inf f(z,) > f(p) (5.28)
k——+o0

weil limg o 2 =p Ve > 0 gilt.
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5 Nullmengen und Integration

5.5.1 Beispiel (offen)

Sei U C R” offen. Dann ist xy von unten halbstetig.

Beweis Sei p ¢ U. Dann gilt:

Xt(p) = 0und yx(z) <{0,1} V= (5.29)
Insbesondere:
VeeR": Ve>0: xg(z) >0>xk(p) —e=—¢ (5.30)
(dann kann 6 beliebig gewéhlt werden). Sei p € U. Dann gilt:
Uoften =30: Va: |z —p|<d=2€U (5.31)
das heifft 30: Va: |z —p|<d=>2€ U = xi(z) =1= xi(p) (5.32)
=Ve > 0: yp(z) > xk(p) — ¢ (5.33)

5.5.2 Beispiel (abgeschlossen)

Sei A C R™ abgeschlossen = —x 4 ist von unten halbstetig.

5.6 Approximationssatz fiir halbstetige Funktionen

Seien U C R™ beschrinkt und offen, f: U — R von unten halbstetig, beschriankt, und
f(x) >0V a2 € U. Dann gilt, dass eine Folge von Treppenfunktionen T} : R™ — R mit

flz), xeUund Ty >TpVE

5.34
0, sonst ( )

k——+o0

existiert.

5.6.1 Alternative Formulierung (Freitag)

U C R" beschrankt, offen, f: U — R von unten halbstetig. Sei f(z) > 0V x € U Dann gibt
es eine Folge von Treppenfunktionen T}, mit

Tiwi(z) > Tx) YV, k (5.35)

und
kggloo Ti(x) = f(x)Vax eU (5.36)

und
kgrﬂoo tr(z) =0firz ¢ U (5.37)
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5 Nullmengen und Integration

Beweis Sei f die triviale Fortsetzung von f, das heift:

= Jflx),relU
Jw) = {0 sonst

Wir definieren:

To(xy, ... xn) =inf{f(yr, ..., yn): |l2x] = |yp] VE € {1,...,n}}
= "Infimum von f iiber Quader der y € R™”

Ty, ... xy,) = inf{f(yl, e Un) s lxR2™ | = 2™ | Ve e {l,...,n}}
Fakten:

1. U beschrankt = Es gibt nur endlich viele Wiirfel der Form
Win(p) ={(y1, -, yn) € R™: (127 ] = [p2™ ]} mit Wii(p) UU # {}

2. T,, ist auf jedem der W,,(p) konstant.

3. T,, ist Treppenfunktion, das es endlich viele pq,...,ps; ¢, ..., cs mit

Tn(x) = ZS: CiX Wi (p;) ()

=1
gibt. (Wenn W,,,(p) NU = {}, dann gilt T, (z) =0V x € W,,(p))

4. FErste Hilfsbehauptung:

Vm, p: Wi1(p) < Wi(p)

Beweis der ersten Hilfsbehauptung:

= inf{f(z): € Wy, + 1(p)} > inf{f(x): € W,,,(p)}
=Thi(z) > T (z) Vm,z, das heiit 3 T) mit T > T}

Vi:x € Wy(z)Va: =f>inf{f(z): y € W(z)}
&f(x) > Th(x)Vm,x
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5 Nullmengen und Integration

6. Zweite Hilfsbehauptung:

Vo: f(z) > 0= Th(z) >0V (5.49)

Beweis der zweiten Hilfsbehauptung:

Firz ¢ U: T,,(z) > 0und 0 = f(z) > T, (x)
= Tn(2) =02 ¢ U= lim T, (z) = flxy=0vVz¢U (5.51)
/\
7. Sei x € U. Es gilt:
Tul(z) = inf{f(y): y € Wu(2)} (5.52)
= Ipm € Wi(2): f(pm) < Tpu(z) +27™ (5.53)
Dritte Hilfsbehauptung:
n

Vg € Wi (z): ||pm — ]| < om (5.54)

Beweis der dritten Hilfsbehauptung:
q € Wh(z): |@2™]| = |22 |V E (5.55)
=g — ] <277 (5.57)

“ o1 \2 1 n

:||qk—x||oo=¢§: Qs — k) Jkg(?m) = Vng. <on (5.58)
/\

Daher:
Vm: ||pm — @l|eo < n27" = mlir}rlooﬂpm—xﬂoo :O<:>m1££100pm =z (5.59)

Da U offen gilt 0.B.d.A. p,, € U. Weil f halbstetig auf U folgt:

im_inf f(p) > f(2) (5.60)

8.
fpm) = J?(pm) < Tn(z) +27" (5.61)
= ml_lgloo inf f(pm) < ml_lg_loo inf 7,,,(z) da ml_i)rJrrloo 27" =0 (5.62)
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5 Nullmengen und Integration

Insgesamt:
z) > lim inf7,,(x) > lim inf f(p,) > 5.63
f@) 2, Jim nfTu(e) > lm i fp) > @ (5.63)
f(z) = mgrﬂm inf T, (z) m flz) = mliriloo Ton(2) (5.64)

R

5.6.2 Folgerung

Seien A C R™ beschréankt und offen, f: A — R von unten halbstetig und beschrinkt. Dann
ist f iiber A integrierbar.

Beweis Fall 1:

flz)>0VzeR”

Nach obigem Satz existieren Ty mit Ty > T} und limy_, o T}, = f.
A beschrankt = A C @@ Quader.

f beschrankt:

=|f(z)| < MVziIM =T, < MVz (5.65)
ﬁ/Tk(x)dx < M -Vol(Q) ¥ k (5.66)
das heifit wir kénnen den Satz von Beppo Levi anwenden = f integrierbar.

Fall 2:
f beschrankt impliziert:

IM: |f(z)| < MV (5.67)

Definiere:
fHi=F+M-xa, Jo=M-xa (5.68)
= f=/fi— found fi(x) >0VaVie{l,2} (5.69)

f ist von unten halbstetig = f; ist von unten halbstetig auf A. f ist konstant auf A = f,
ist von unten halbstetig auf A. = f1, f> sind integrierbar (siehe Fall 1). Also ist f = f; — f2

integrierbar.

5.7 Satz iiber die Integrierbarkeit einer stetigen Funktion auf einem
kompakten Intervall

Sei K C R™ kompakt, f: kK — R stetig. Dann ist f iiber K integrierbar.
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5 Nullmengen und Integration

Beweis K kompakt, f stetig, also gilt:
AM: |f(z)| < MVze K

Wahle U offen und beschrankt mit X ¢ U C R". Definiere

g(x):{f(x)—M,xEK

0 sonst

Hilfsbehauptung ¢ ist auf U von unten halbstetig.
Beweis der Hilfsbehauptung:
Aus

f(x)] < MVzeK
folgt:

flz) —M <0Vze K=g(z)<0Vz

Sei x,, eine Folge in U mit

lim z,=x€U
m——+00

Fall 1:
r¢ K=20ecU\K
Weil U offen und K abgeschlossen, gilt:
U\ K ist offen =z, cU\KYm>M3IM
=Vm > M: g(z,,) =0= mgquwg(xm) =0=g(x)

Fall 2a:

re K, lim z,=z2,€U.
m——+00

Fast alle z,, liegen in U \ K, das heifit
IM: Vm>M:z, e U\ K
Dann gilt:

lim g(z,) =02>g(r), darc K = g(x) =0

m——+00
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5 Nullmengen und Integration

Fall 2b:

re K, lim z,=x (5.81)

m——+0o0

und unendlich viele x,, € K. Betrachte Teilfolge y; so, dass

{y;: 1 e N} ={z,,- m e Nz, € K} (5.82)
Jim =z === lim_f(y) = f(z) = lim g(y) = g(2) (5.83)

Da g(z,,) = 0 falls X,,, ¢ K, folgt aus lim;, 1 - g(y;) = g(z), dass nur g(z) und 0 Hiufungspunkte
von {g(x,,): m € N} sein. Also

lim inf g(x,,) > min{g(z),0} = g(z) weil g(x) <0 (5.84)

m——+00

Das heifit g ist auf der offenen Menge U von unten halbstetig, daraus folgt die Integrierbar-
keit.
Analog: — My, ist integrierbar, daraus folgt f(z) = g(x) — (—Mxy) ist auch integrierbar.

R

5.8 Satz iiber die Gleichheit des Lebesgue-Integrals mit dem
Riemann-Integral

Seien a < b, fla,b] — R stetig. Dann ist f Lebesgue-integrierbar und

b
Lebesgue-Integral — /f(m)dm = /f(m)dm < Riemann-Integral (5.85)
[a,] @

Beweis [a,b] kompakt = f ist Lebesgue-integrierbar. Aus Ana II folgt: Es gibt Treppen-
funktionen T}, die gegen f gleichmafig konvergieren. Das heif3t

Jm ([T = fllee = 0 wobei [|g(2)[|o = supilg(2)]: @ € [a,b]} (5.86)
Nun gilt:
T £l < b= al - ITi = fllw = Jim T = fl1 = 0 (5.87)
b b
/f(x)dx: lim /Tk(a:)da::/f(x)dx (5.88)
0 k~>+ooa .

R
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5 Nullmengen und Integration

5.9 Satz von Fubini, 1. Version

Seien U; C R™, Uy C R™ offen, beschréinkt, U = U; x U,. f: U — R von unten halbstetig,

beschrankst.

Dann gilt: Fiir alle z € U ist die Funktion y — f(x,y) integrierbar iiber Us und die durch

= [ fla.y)dy

definierte Funktion ist auch integrierbar und

/g / z,y)d(z,y)

ist das Integral von f tiber U

5.9.1 Beispiel
Ul :]07 1[7 U2 :]27 3[7 f<$7y) = 552 + xe?
/ flz,y)d(z,y) //fxydydx—//x + ze¥dydx
U1><U2 Ul U2

1
:/31:2 — 227 + z(e* — *)dw = /:c2 + z(e® — e*)dx
0

5.9.1.1 Bemerkung Aus Fubini folgt:
| [ f@dydz = [ [ £, y)dady
Ui Usy Uz Uy

Das heifit im Beispiel:

/ 2+ xeVd(x,y) //JZ’ + ze¥dxdy
Uz O
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5 Nullmengen und Integration

Beweis des Satzes f integrierbar folgt aus dem Satz von Beppo Levi.

f von unten halbstetig: Es gilt 0.B.d.A. f(x,y) > 0V z,y. Daraus folgt: Es gibt Treppen-

funktionen 7,, mit:

To(z,y) >0V n,z,y
Tn+1(x7y) Z Tn(xvy) Vn,x
lim T,(z,y) = f(z,y)V (z,y) € R

n—-+o0o

Fall: f =T,
Sei Q@ = Q1 X Q)2 ein Quader mit () C U. Dann gilt

Vol(Q) = /XQd(x,y) = Vol(Q,) - Vol(Q2)

Sei h(z,y) = xo(z,y) und h,: y = xo(z,y), das heiit

ha(y) = 1, falls(z,y) €@ & holy) = 0, falls z ¢ Q4
’ 0, sonst i X, (y), fallsz e @y

Also sind die h, integrierbar und

0, fallsz €
Vol(Q2)(y), fallsz € @y

:/hac(y)dy = Vol(Q2) - x0, ()

Uz

N / / ho(y)dydz = U/ Vol(Qs) - xa, (x)dz = Vol(Qs) - Vol(Q1)

Uy Us

=Vol(Q1 x Q2) = Vol(Q).

Also gilt fiir jeden Quader @) C U der Satz von Fubini, das heift

| [ xalw vz = [ ol y)d(a.y)

Ui U

/ he(y)dy =

Uz

Weil Integrale linear, gilt der Satz von Fubini auch fiir Treppefunktionen.
Also gilt:

y > T,(z,y)

ist integrierbar Vn, x. Wir setzten:

Sul@) = [ Tula,y)dy
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5 Nullmengen und Integration

Weil Fubini fiir Trepenfunktionen gilt, folgt Vn:

/T:z:y (x,y) /S da:—//T:z:ydydx (5.111)

Uy Usa

fery — f(x,y) ist integrierbar iiber U weil f von unten halbstetig, beschrinkt und U
beschriankt. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt Va:

/f(af, y)dy = lim S, (z)dx (5.112)

Ebenfalls kann man aus dem Satz von Beppo Levi folgern:

[ fwydiey) = lim_ / fa,y)d,y) = lim / Sl (5.113)
U
Da nun aber die S,, auch Treppenfuktionen sind, und da
/f(z,y)dy = 1_1)111 Sp(@)und T,y > T, Vn= S1 >S5S, Vn (5.114)
folgt erneut aus Beppo Levi:
//f x,y)dydr = hm /S (5.115)
Uy Us
Also
/f(m y)d(z,y) = 1_1>I4I_l /S d:p—//f x,y)dydz (5.116)
U Uy Us

R

5.9.2 Folgerung: Anwendung des Satztes von Fubini iiber kompakte Mengen

Seien K, Ky kompakt in R™ beziehungsweise R™, f: K; x Ky — R stetig. Dann gilt der
Satz von Fubini, das heifit

/fxy (x,y) //f:vydyda: (5.117)

K1 K»
Beweis K kompakt = K beschrikt = 4 R

K C{(z,y) e R" x R™: ||z]|ooc < Rund ||y|loc < R}. (5.118)
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5 Nullmengen und Integration

Dann ist

KCU:U1XU2II1it
Uy ={zeR": ||z]lo < R},Us ={y € R": |ly||oc < R}

wobei Uy, Us offen und beschrankt sind. Fir M = sup|f(x,y)| gilt nun:

f($7y> = g(.’lf,y) - MXK(xay)ag($7y> = f($7y> + MXK('Tay)

Also sind sowohl g als auch —M x i halbstetig.

5.9.3 Beispiele iiber ...
5.9.3.1 ... die Anwendung bei Kreisflachen

Y

Sei K = {(z,y) € R*: 2° +4* < 1}
Gesucht
[ xclag)d(a,y)
Fiir festes x gilt:

Ll+y*<1&lyl <vV1—a?
0, sonst

XK<x?y) = {
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5 Nullmengen und Integration

das heift fiir festes x € [—1, 1] gilt:
Xr (T y) =X iz v (V)

2Vl —ax?2,x <1
j/XK(‘%Z/)dy =

0, sonst

i// X (2, y)dyde = /l2md$

-1

mit = cos(t), V1 — 22 = sin(t) folgt : /2 sin(t)(—sin(t))dt

0

=— 2/sin2(t)dt

™

Nebenrechnung;:
cos(2t) = cos*(t) — sin*(t) = 1 — 2sin*(t)

weil cos? +sin? = 1 gilt. Also folgt

0 0
/—2sin2(t)dt = /cos(Qt) —ldt=m

5.9.3.2 ... die Anwendung bei Kegeln

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

5.9.3.2.1 Definition von Kegeln Sei K C R?. Der Kegel iiber K ist die Menge aller

Punkte im R3, die zwischen K x {0} und (0,0, 1) liegen. Das heiit C'= Kegel iiber
K ={veR?: Ipe K x {0}: vliegt auf der Strecke zwischen p und (0,0, 1)}

={v: dpe K: Jt(p1,p2,0) + (1 —1)(0,0,1)}

=(v1,v9,v3) € C

<3t €0, 1)v; = tpr, v = tpo,v3 = (1 —t) weil (p1,po) € K
vz € [0,1]: (vg,v9) € (1 —v3)K
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6 Messbare Mengen

5.9.3.2.2 Berechnung des Integrals

Vol(C) :/ Xc(v1, v, v3)d(vy, ve)dus (5.137)
:///X(l,US)K(Ul,UQ)d(vl,vg)dvg (5.138)
= [ (1 — v3)*Vol(K)dvs (5.139)
(- w)? b
=— [3\/01([()]0 = §V01(K) (5.140)

Aus Fubini folgt, dass das Volumen des Kegels gleich der Hohe mal der Grundbreite (Vol(K))
mal & ist.
3

6 Messbare Mengen

6.1 Definition von lokaler Integrierbarkeit
Sei f: R™ — R. f heiit lokal integrierbar falls gilt:

Vp e R": JU offen,p € U: fist iiber U integriebar. (6.1)

6.1.1 Beispiel iiber konstante Funktionen

Sei f konstant mit Wert ¢ # 0. f ist iiber jede offene beschriankte Menge integrierbar also
ist f lokal integrierbar.

6.2 Definition der Messbarkeit von Mengen

A C R" heiffit messbar, falls y, lokal integrierbar ist.

6.3 Satz iiber lokal intergrierbare Funktionen auf offenen Mengen

Sei f lokal integrierbrar und sei U offen und beschriankt. Dann ist f tiber U integrierbar.

Beweis U ist kompakt, da abgeschlossen und beschrinkt.

. {f(x),xEU

J(@) = 0, sonst (6.2)

f integrierbar tiber U genau dann wenn f integrierbar tiber U, da f die triviale Fortsetzung
von f ist. Zu jedem Punkt p € U wahlen wir W, C R" offen so, dass f iiber W), integrierbar
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6 Messbare Mengen

ist. Dies geht, weil f lokal integrierbar ist. U kompakt,

U C U,W, = 3 7endliche Teiliiberdeckung”
= Ap1,...,ps: UCW, C--CW,,

(6.3)
(6.4)

Weiterhin gilt: f ist integrierbar = f integrierbar. f ist integrierbar tiber jeden der Wy, = f
ist itber W, U --- U W, integrierbar = f ist integrierbar iber U = f ist integrierbar tiber

U.

6.4 Integrationssatz fiir charakteristische Funktionen

Sei A C R". Dann gilt, dass entweder x4 integriebar ist, oder

sup/XA(x)dx = +o0
U
U

Beweis Fir R € R betrachte
Ur ={z € R": ||z||c < R}
als den Ball um z mit Radius R.

A messbar < 4 lokal integrierbar
=4 ist iber jedes Ug integrierbar < xany, ist integrierbar

Fall 1:
sup/XAmUR(a;)dx < 40
R
U

Dann gilt fur k£ € N:
gi(@) = Xanvg(2)

ist integrierbar und
Gr+1 > gp Vkund lim gi(z) = xa(2)
k—+o00

Und daraus folgt, dass x4 nach Beppo Levi integrierbar ist.
Fall 2:

s%p/XAmUR(a:)da: =400
U

= sup/XAmUR(x)dx < 00
U
U

da U beschrankt und offen.
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6 Messbare Mengen

6.4.1 Bemerkung iiber das Volumen einer messbaren Menge

Fiir eine messbare Menge A definiert

[ xa(z), xaintegrierbar

o : (6.14)
+00, X A nicht integrierbar

Vol(A) = {

6.5 Lemma iiber die Sigma-Additivitat

Sei Ay eine Folge von messbaren Mengen. Wenn die Mengen Ay disjunkt sind, dann gilt:

A = [ J Ay ist messbar mit Vol(A) = ) Vol(Ay) (6.15)
keN keN
Beweis Setze
folz) = kzn:lXAk(:U) = XA,u-UA, (T) (6.16)
Es gilt:
fo1(x) > fu(z)VnVa (6.17)
das heifit f,, ist monoton steigend. Falls
¢ A gilt fu(x) =0VneN (6.18)
re€A= Jk:x e A= fulx) =1Vn >k (6.19)
folgt insgesamt:
i f(x) = xa(z) (6.20)
Fall 1:
Jk: Vol(Ax) = +o0 6.21
= Vol(A) = 400 6.22
Fall 1 klar. Fall 2:
Vol(Ag) < 400 = x4, integrierbar (6.23)
Also koénnen wir den Satz von Beppo Levi anwenden und es gilt:
%/XAkdx = ngrfw/fn(x)dx € RU {400} (6.24)
€

Entweder ist:

lim fn(z) < +oound »_ Vol(4) = nl_l}gloo/fn(x)dx = /XA(x)dx =Vol(4)  (6.25)

%
norteo keN
oder:

lim / fulz)dz = +00 = Vol(A) = +oo (6.26)

n——+o0o
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6 Messbare Mengen

6.5.1 Nachtrag/Hilfsbehauptung: Warum ist A messbar?

Zu zeigen: Wenn B eine beschrankte offene Menge ist, dann ist x4 iiber B integrierbar, weil
A-messbar ist dies dquivalent dazu, dass x4 lokal integrierbar ist.

Beweis Aj; messbar = x4, ist iiber B integrierbar < x4,y ist integrierbar.
Weil B beschrinkt und offen, gilt:

Vol(B) < 400 = / fulz)dz < Vol(B) (6.27)

Nach Beppo Levi folgt: lim,, 1 fn(2) = xa(z) ist iiber B integrierbar.

E>

>

6.6 Satz iiber messbare Mengen
1. Jede offene Menge ist messbar.
2. Jede abgeschlossene Menge ist messbar.
3. Wenn A messbar ist, dann auch R™\ A.

4. Wenn A;, eine abzéhlbare Familie messbarer Menge ist, dann sind J, Ax und () A
messbar.

Beweis

1. A offen = x4 von unten halbstetig. Da x4 von unten halbstetig und beschrankt = y 4
lokal integrierbar = A messbar

2. A abgeschlossen = —x 4 von unten halbstetig = —x lokal integrierbar = x4 lokal
integrierbar = A messbar

3. Sei B beschréankt und offen. Dann gilt

XB = XAUB T XB\4 (6.28)

Daher: A messbar = x4 ist integrierbar tiber B < xanp integrierbar = xp\4 inte-
grierbar = B\ A messbar = R" \ A messbar
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6 Messbare Mengen

4. Vorbemerkung: f, g integrierbar = min{f, g} = —max{f, g} integrierbar.
Deshalb:
B, C messbar = B N C messbar, da xpnc = min{xg, xc}. Sei Ay eine abzahlbare
Familie.
Idee: Projiziere disjunkte Familie aus der gegebenen Ebene. Setze:

Bk = Ak \ (Ak—l y---u Al) (629)
Nun gilt:
k k
Ay messbar =R" \ Ay messbar (6.31)
=R"\ A;)N---N(R™\ Ap_1) messbar (6.32)
:>Ak N (Rn \ Ak—l) N---N (Rn \ Al) (633)
=A; \ (Ag-1U---UA;) = By messbar (6.34)
Also: By messbar. aus dem Lemma iiber o-Additivitat folgt:
| By messbar < |_J Ay, messbar (6.35)
k k

Noch zu zeigen: (), Ay ist messbar. Gilt, da

QAI: =R"\ [JR"\ 4y)] (6.36)

k

6.7 Definition des Schwerpunktes einer beschrankten Menge

Sei A C R™ beschriankt. Wenn z; iiber A integrierbar sind (z.B. dann, wenn A offen oder
abgeschlossen ist), dann heifit:

1

R"> S = (A/xld(xl, L En), ,!xnd(xl, o)y =S (63D
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6 Messbare Mengen

6.8 Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz

Seien f,, F' integrierbar und sei f eine Funktion mit f(z) = lim,,_, 1~ fn(z) fast tiberall (das
heiBt fiir alle x auBlerhalb einer Nullmege). Wenn |f,,(x)| < F(x) fast uberall, dann gilt: f

ist integrierbar mit

[1@dz = 1im [ fu(@)d

Beweis Wir definieren

ge(z) =sup{fi(z): I >k} eR
g () = max{fx(2), ..., frrr(2)}

Es gilt:
\V/]{Z,’U, x, gk,v—l-l(x) Z gk,v(x>
Das heifit g, ist in v monoton steigend.

= lim g, = gx(2)

r—-+00

Vi:|fi(z)| < F(x) = gpr(z) < F(x) Vo

(Bemerkung: f; integrierbar = g, integrierbar.)
Aus Beppo Levi folgt:
gr = limy_, o gg, v ist integrierbar mit:

[o@)dz = Tim_ [ gis(x)d

Nach Definiton der g; gilt:

Grr1 () < gr(z) Vi, o
= —Okt1 > —gr V k2

Aus

folgt

Aus Beppo Levi folgt:
limy,_, oo gi ist integrierbar mit
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6 Messbare Mengen

Hilfsbehauptung limy_, . gx(z) = f(x)
Fall 1: f(z) # +o0. Aus lim, 1 fo(x) = f(z) folgt:

VedN: f(z)—e < fi(z) < f(z)+eVn>N
=VedN: f(z) —e < gi(z) < f(x) +e¥Vn>N

Fall 2: f(x) = oo (dhnlich)

Also gilt:

gr =sup{ f, fe +1,...} > fi

f ist integrierbar mit:

/f Ydx = hm /gk Ydx > :hmsup/fk(:c)d

(6.53)

= /f x)dr > hmsup/fk(x)dx

Analog fiir —f liefert:

/—f(x)dx > limsup/—fk(x)dx

Jedoch
lim sup / ~ fu(z)dz = — lim inf / fulw)da
= / f(@)dz < liminf / fuolx)dz
Aus
lim inf / fuolz)de > / F(2)da > limsup / ful)d
folgt

f e = [
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

6.8.1 Beispiel, dass punktweise Konvergenz alleine nicht geniigt

k, fallsO<axz<
fr(x) = { K (6.61)
0, sonst
Dann gilt:
Va: lim fi(z) =0 (6.62)
k—4o0
weil fir z > 0 gilt:
1
3n€N:;<x:>fk(x):0‘v’k:2n (6.63)
/fk dw—h——1:>hm /fk dg;—17éo—/f d (6.64)
fir f(z) = limg— 100 fr(x). Was geht schief?
913 = max{fi, f2, fs} (6.65)
91 = UE{POO Jiw (6.66)

Damit g; integrierbar wére, miisste

1 1
11 =5)+2(; —13) + (6.67)
konvergieren. Aber
(6.67) = i (f - L) (6.68)
=1 k+1
o k, (0]
Z Z (6.69)

divergiert. Problem: g; ist hier nicht integrierbar (da AF integrierbar |f.(z)| < F(x) ¥ k.)

7 L'-Halbnorm und Vollistandigkeit

7.1 Definition einer Cauchyfolge
Sei fi, eine Folge von Funktionen auf dem R".(fy) ist eine Cauchyfolge, falls gilt:

Ve >03IN: Vm,r > N:|fm— frll1 (7.1)
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

7.2 Satz von Fischer-Riesz iiber die L!-Vollstandigkeit

Sei fi, eine Folge von Funktionen auf R™ mit || fx|1 < coVk. Sei (fx) eine Cauchyfolge. Dann
existiert eine Funktionen g: R® — R so, dass

1.

kgffoonk—ng =0 (7.2)

lglly < +oo (7.3)

3. Es existiert eine Nullmenge N und eine Teilfolge (fx,) so, dass

lim fi,(z)=g(x)Vz ¢ N (7.4)

l—+oc0

Beweis
Hilfsbehauptung Es gibt eine Teilfolge fj, so, dass gilt

1
Vi, s > N fr, — frll < oN (7.5)

Beweis der Hilfsbehauptung Nach Voraussetzung (Cauchyfolge) gilt:

1
VN: 3M:fu = Sl <5y Ve 2 M= M) (7.6)

Wahle die Teilfolge als far(1), far(2), ... das heifit fi, mit k; = M(l). Also fy, = Jmqy- Daraus
folgt

VN: Vt>N: Vs> N|fi — fe

1 (7.7)

ED>

Wir setzten nun g; = fi,,, — fi,- Dann gilt aus (7.7) mit t = M, s = N +1 =1+ 1:

1
lgills = [ frrpy — fulls < o (7.8)

Nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung folgt:

I Ml < Sllalh <35 =1 (79)

leN leN leN
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

Insbesondere:

h(z) = |gi(x)| integrierbar = {z: h(z) = +oo} ist Nullmenge

IeN
Wir setzen N = {z: h(z) = +o0}. Fiir z ¢ N gilt:

> lai(z)] < +o0 =Y gi(x) absolut konvergent

leN leN

= g(z) = (@) + X1 qi(x), fallsz e N
o, sonst

Fir z ¢ N gilt:

c—+00 c—>+oo

g(z) = lim [Zgz ]%—fkl = lim kam — [ (2)| + fr, (2)

= lim fi,, (z ):>3.

c—+00
Es gilt
( ) sz+1 Zgl
I[>c
> 1
:> Hg fkl+1“1 —_ ZHgl Hl < Z 2[ Z 2j+c = 2
I>c I>c 7=1
Also:
1
VeeN: |lg— filh < %

Sei € > 0 gegeben. Dann 3 N: ZLN < 5. Daraus folgt Vec> N

g
g — frll < 3

Anderseits Vm,r > M(N):
o = frlly < 5 <
Da ky = M(N), folgt Ym > M(N) :
1fm =gl < [fm = Fruewylls = 1fmv) — gl < e

1
<% <

DO |

o

das heifit
lim |[fm —gli =0

m—+00
Also folgt die erste Aussage.
Nach Voraussetzung gilt 3 k: || fi||s und || fx — g||1 < oco. Daraus folgt:

lglly = llg = fu + fellh < llg = Sl + [ fillh < o0
Also folgt die zweite Aussage.
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

7.3 Erinnerung iiber die Norm eines Quotientenvektorraums

Fixiere n € N. Sei

A={f:R" - R: ||f|: < oo} (7.23)
Dann ist der Quotientenvektorraum 4 ein normierter Vektorraum mit Norm f +— || f]|;.
7.4 Bemerkung
Weil
/f(x)dx = /g(x)dx falls {z: f(x) — g(X) # 0} (7.24)

eine Nullmenge ist, gilt: durch f — [ f(z)dz erhalten wir eine lineare Abbildung % — R.
Dies gilt, weil B = {f: R" — R|die Menge{z: f(x) # 0}V Vist eine Nullmenge } Nullmenge
ist.

7.4.1 Folgerung aus dem Satz von Fischer-Riesz

% ist ein vollstandiger normierter Vektorraum.

7.4.2 Definition der L'-Halbnorm von R”

LY(R™) = g (7.25)

7.4.3 Zusammenfassung
LYR™) = {f: ||l flls < +o0}
{F= 171 = 03

ist ein vollstdndig normierter Vektorraum und f — [ f(z)dz definiert eine lineare Abbildung
L'R") - R

(7.26)

7.5 Nachtrag zu Fischer-Riesz

: Wenn alle fy, integrierbar sind und limy_, 1o || fx — ¢]|1 = 0 dann ist ¢ integrierbar.

Beweis f; integrierbar. Daraus folgt

1
Sei ¢ > 0 gegeben. Wihle N so, dass
£
k2N gl < (7.28)
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

Wahle M so, dass

< (7.29)

NN

1
oM
Also:

E g
Vk>max{N, M} : [Ty — glly < [fe —glls + [Tk — frllr < gtg=¢ (7.30)

7.6 Satz: Modifizierter Beppo Levi
Sei fi : R® — R eine monoton steigende Folge integrierbarer Funktionen. Dann gilt:

1. Entweder ist f(x) = limg— o0 fr(x) integrierbar, limy o0 || f— fx||1 = 0 und sup, || fil[x <
+00

2. Oder supg|| fx]l1 <= +oo und f(z) = limy_,;(2) ist nicht integrierbar.

Beweis: 2. Da fj, monoton steigend ist, gilt: Wir zerlegen h(x) = (h™ + h™)(z)fiir beliebige
Funktionen h mit h™~ > 0. AuBerdem gilt: f~ < f, und f© > ff Vk da f; monoton
steigend. Daher:

LA < LTI+ 1 T (7.31)
supl il = +00 = sup| 7 = oc (7:32
weil
1 [ < WAl < (1 < o0 (7.33)
Da f* > fiF und (7.31) gilt folgt:
If 12 07l 2 supllfirfh = o0 (7.34)
und f ist nicht integrierbar.
1.
sup|| fx]|1 < oo = f integrierbar mit kgrfoo”fk —flli=0 (7.35)
Wir setzen
b= fot i (7.36)
Dann gilt:
b1 > Vk hi=fi+fi =f>0 (7.37)
Da
hi(z) >0V kY (7.38)
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7 L'-Halbnorm und Vollstindigkeit

gilt, folgt

[ ala)dz = [1hn(@)ldz = 1Al
Da hj; monoton steigend ist, gilt V &k >
o= Pully = [ (i = o) (@)de = Wglly = s, dah >
Sei
K = sup||hfs < o0
(weil sup|| fx]l1 < +o0 und || fi |1 < 4+00). Dann gilt:
Ve>03m: ||hnli > K —eund ||k < K
Also gilt Vr>s>m: h, > hs> hy,

=K > HhTHl > HhSHI > ”hm”l > K—e¢
=|lh, — hs|ly <&, weil [[hy[l1 = [[hs]l1 + [[hr — hslly

Das heifit:
Ve>03dm: Vr,s>m: ||h, — hy|1 <e¢
Also ist (hy) eine L'-Cauchyfolge. Nach dem Satz von Fischer-Riesz folgt:
Jh: kETm||hk — h||1 = 0und ll}gloo hi, () = h(x)
fiir eine geeignete Teilfolge und auflerhalb einer Nullmenge N. Daraus folgt:

VedN: hy(x) > h(x) —eVI>N
=VeVk>hy: hp(x) > hgy(x) > h(z) — € weil hy monotn steigend
:>k£1>1iloo hi(x) = h(zx)

auBerhalb einer Nullmenge N. Fiir

h(z) = lim hy(z)

k——+o0

gilt also:

{a: h(z) # h(x)}
ist eine Nullmenge. Nach Fischer-Riesz gilt:

1= hill = 0,h

lim
k—+o00
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8 Translationsinvarianz des Integrals

integrierbar. Mit || — h||; = 0 folgt:

Jm [ =Ryl =0 (7.53)

h integrierbar. Da f), = hy, — fi, folgt: Fiir

Fla) = Jim_hu(e) — fi (@) (7.54)
gilt
kkr—il-loo fx — f =0, f integrierbar = kli)riloo/fk(x)dx = /f(x)d:r; (7.55)

7.6.1 Folgerung

Sei f; eine aufsteigende Folge integrierbarer Funktionen. Dann gilt: Entweder ist

kgllloo/fk(:c)dx = 400 (7.56)
oder
f(z) = kgin fr(x) ist integrierbar mit kEIJP /fk(x)dx = /f(x)dx (7.57)

8 Translationsinvarianz des Integrals

Y
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9 Parameterabhdngige Integrale

8.1 Satz iiber die Translationsinvarianz des Integrals

Sei f: R™ — R integrierbar, v € R"
W) = f(z+ )

Dann ist h integrierbar mit
/h(:v)dx: /f(x)dx

Beweis Es existieren Treppenfunktionen 7} mit

Jim ([T~ f =0
Dann ist
fi(e) = Ti(e+0): Jim [T~ fll =0

9 Parameterabhangige Integrale

9.1 Satz uiber die partielle Differenzierbarkeit
Sei f: R" x R™ — R stetig.

1. Wenn es eine integrierbare Funktion h: R® — R gibt so, dass

f(z, )| < h(z)z,y

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(9.1)

(9.2)

dann ist
g~ F(y) = [ fla.y)de
stetig.
2. Wenn zusétzlich f nach y; partiell differenzierbar ist und 3H: R®” — R integrierbar
mit
)< H) vy

wobei y = (y1,...,y,). Dann gilt: F' ist partiell differenzierbar mit

oF rof

o, (y) = @(x, y)dx

Insbesondere ist g—i(:c, y) ist integrierbar.
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9 Parameterabhdngige Integrale

Beweis Bemerkung: Da h integrierbar und |f(z,y)| < h(z), gilt Yy: x — f(x,y) ist inte-
grierbar.

Seien y € R™ fest gewahlt, y; eine Folge in R™ mit limg_, oo yr = .

Zu zeigen: F(y) = limy_ o0 F'(yx).

Wir setzen:
9(@) = f(z,y)  gr(x) = f(z,yr) (9.5)
Es gilt:
Va: kgr—{loo gr(x) = g(z) weil f stetig ist und yy P (9.6)
gk ()] < h(x)V h,z (9.7)

Wir konnen Lebesgue anwenden und erhalten:

tim [ gula)dz = [ g(e)de & lm Flu) = F(y) 98)

k——+o0

Zu 2): Betrachte

F(y + he;) — F(y)

N (9.9)
wobeli e; der i-te Einheitsvektor ist.
F N _F A
h h Ay
wobei £ € [0, h] und £ von x,y abhangt. Fixiere hj, — 0. Setze
x,y + hie;) — f(x,
k
Es gilt
of
|on(z)| < sup|=(z,y)| < H(z) (9.12)
y Oy
Aus Lebesgue folgt
lim /gpk(a:)dx :/ lim ¢k (z)de = /af(a: y)dx (9.13)
k—+o00 k——+o0 ayl ’ ’
, . Flz,y+he) —Fly)  OF _ 9
Jim [ gy(e)de = Tim_ e =5 =5 [r@ydz (919)
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9 Parameterabhdngige Integrale

9.1.1 Bemerkung

Stetigkeit beziehungsweise Differenzierbarkeit wird nur in y-Richtung benotigt. Wir kénnen
also die Bedingung " f stetig” abschwéchen zu ” f ist iiberall in y stetig”.

9.2 Satz iiber die partielle Integrierbarkeit und Stetigkeit des partiellen

Integrals
Seien X C R™ kompakt, G C R™ offen und f: X x G — R stetig.
Dann gilt:
Yy € Gistx — f(z,y) (9.15)
integrierbar und
F(y) = /f(%y)drr (9.16)
X

ist stetig.

Beweis Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Fixiere yg € G. Aus G offen folgt
de>0: B={veR™: ||v— x|l < ¢} C G kompakt. (9.17)

Aus der Kompakheit von B folgt, dass X x B kompakt ist und daraus folgt, dass |f| auf
X X B ein Maximum an. Daraus folgt wiederum:

AM: |f(z,y)| < MVze X,yeB (9.18)
=|f(z,y)| <M -xx(x)Vre X,y B (9.19)

Also:
h = My x ist integrierbar mit

[f(z,y)| < h(z)Vz,y (9.20)
Also ist F stetig.

Analog zeigt man:

9.3 Satz iiber die Differenzierbarkeit des partiellen Integrals

Seien X C R™ kompakt, G C R™ offen und f: X x G — R stetig differenzierbar. Dann ist

Fly) = [ fla.y)de (9:21)
G
auch differenzierbar und
oF of
= [ — .22
Dy ayi(x,y)dx (9 )
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10 Allgemeiner Fubini

9.3.1 Merkregel

Integration iiber kompkate Mengen schadet weder der Stetigkeit noch der Differenzierbarkeit.

10 Aligemeiner Fubini

10.1 Satz von Fubini fir Nullmengen

R™ x R™

L

/™
N

ye N NUR" x{y})

Sei N C R™ x R™ eine Nullmenge. Dann exsistiert eine Nullmenge N’ C R™ so, dass
Vy € R™\ N’ gilt: N N {R"™ x {y}} ist eine Nullmenge in R x {y} = R™. Fiir y € R™ setze

N, ={z eR": (z,y) € N} (10.1)
Vy ¢ N’ gilt: N, ist eine Nullmenge und N, C R".
Insbesondere:
[xwdtay) =0= [ [xn, (@)drdy (102
—_—
=0V ygN’
Beweis
N Nullmenge < ||xn|1 =0 (10.3)
&Ve>03H(z)=> T Hillreihe mit (10.4)
k=1
xn(z,y) <> Ti(z,y) Vo, Yyund > /Tk(a:, y)d(z,y) <e (10.5)
k=1 k=1
mit
Tk = crXQuxq) (10.6)
mit ¢ > 0, Q) Quader in R”, Q) Quader in R™. Fiir festes y € R™ betrachten wir
Sky(w) = Tel(z,y) = cxq.(2)xq, (¥) (10.7)
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10 Allgemeiner Fubini

Ausserdem betrachten wir:

p(y) = i / Sky(x)dr = i cVol(Qr) - xq, (v) (10.8)
k=1gn k=1
el = i cxVol(Qr)Vol(Q}) < (10.9)
=1

gilt nach Vorraussetzung fiir alle ¢ > 0. Also:

lolh <eVe>0=|lg|li=0 (10.10)
= 3 N’ Nullmege so, dass ¢(y) =0Vy ¢ N’ (10.11)
p(y) =0=N, (10.12)

ist eine Nullmege

10.2 Satz von Fubini (allgemeine Version)

Sei f: R® x R™ — R integrierbar. Dann gibt es eine Nullmenge N C R™ so, dass fiir alle
y € R™\ N gilt: Die durch f,(z) = f(z,y) definierte Funktion f,: R™ — R ist integrierbar
und

| fawday) = [ [ §@)dvdy (10.13)

R xR™ R™ R™

Beweis Bekannt: Fubini gilt fiir Treppenfunktionen.
Sei F': X xY — R integrierbar mit X = R", Y = R™. Aus der Integrierbarkeit von F folgt,
dass es Treppenfunktionen T} gibt mit

Jim ([T — £ = 0], (10.14)

Daraus folgt wiederum, dass die T} eine L!-Cauchyfolge bilden. Also kénnen wir 0.B.d.A.
aus dem Satz von Fischer-Riesz folgern, dass fir fast alle (z,y) gilt:

Wiederum kann man durch den Ubergang zu einer Teilfolge 0.B.d.A. folgern, dass:

> T = Tills < o0 (10.16)
k=1

Es existiert eine Nullmenge N mit:

NCXxY: V(x,y) ¢ N: khrf Ti(x,y) = F(z,y) (10.17)
—+oo
N RIMONES fiir fast alley € Yist{z € X: (z,y) € N} (10.18)
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10 Allgemeiner Fubini

eine Nullmenge in X, das heifit 4N; C Y Nullmenge mit:
Vy¢ N: Ty(z,y) = F(x,y) (10.19)
fiir fast alle x € X. Wir setzten
Ho = |T|und Hy, = Ty — Tx|VE > 1 (10.20)

Dann gilt unter iterierter Anwendung der Dreiecksungleichung

T <> HVkeN (10.21)
1<k
Also:
ZHTk-i-l — Tk:”l < +00 & Z“Hknl < +00 (1022)
k=1 k=1

Nach dem Satz von Beppo Levi konvergiert deshalb 72, Hj zu einer integrierbaren Funktion
H: X xY + R mit:

hi(y) = /Hk(w,y)dl’ (10.23)

Hj, ist integrierbar, da Hj eine Treppenfunktion ist. Also:

:>/Hk(y)dy :/ Hy(x,y)dzdy = /Hk(x,y)d(x,y) = ||H|1 (10.24)

= Z/hk(y)dy = > Nl < +oo (10.25)
k=1 k=1

= > hy = h definiert intergrierbare Funktion h: Y — R (10.26)
k=0

=h(y) < +oo fir fast alley (10.27)

Das heifit, fir alle y mit h(y) = +oo gilt:
{y: h(y) = +oo} ist Nullmenge (10.28)

Also gilt fiir fast alle y und alle £ mit X, = X x {y} C X x Y=

[T, y)lde < [ X Hie,y)dy < 3" ly) < hiy) < +00 (10.29)

X, X, 1<k 1<k
Fiir fast alle y gilt nun:

Ti(z,y) — F(z,y) (10.30)

66



10 Allgemeiner Fubini

fir fast alle x und

/ITk(fc,y)ldrv = 1 Tell1.x, < h(y) < +o0 (10.31)
Xy
Zudem gilt:
Tz, y)| <> Hy(z,y) < H(z,y) mit H = ZHZ (10.32)
1<k

Also gilt wiederum fur fast alle y: Ty = f fast iiberall punktweise auf X, = X x {y}.
—400
Auflerdem:

|Ty| < Hmit |H||;y = h(y) < +00 < H integrierbar (10.33)

Daher folgt aus dem Satz von Lebesgue:

= hm /T;,C x,y)d /f(a:,y)dx =:g(y) (10.34)
Wir haben
Jim Si(y) = 9(y) (10.35)
fir fast alley € Y.
1Sk(y)] < /|Tk . y)|de < Hy(z,y)da (10.36)
1<k
Da
// Hy(z,y)dzdy = /Hz(%y)d(w,y) (10.37)
gilt:

X, <k <k 1<k =0

/ / S~ Hiw,y)dady = [ S Hilw, y)d(e,y) = [ Hill < Y[ Hilly < +o0 (1038)
y
Mit Beppo Levi folgt:

v [ S Hie e =: () (1039)

ist integrierbar, also existiert ein integrierbares ¢ mit |Si| < ¢ ¥V k und Sy, — ¢ fast tiberall
gilt. Nun koénnen wir erneut des Satz von Lebesgue anwenden:

lim /Sk(y)dy = /g(y)dy (10.40)

k——+o0
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10 Allgemeiner Fubini

Damit haben wir gezeigt, dass:

// F(x,y)dxdy Z/Q(y)d@/ = kgrpm/Sk(y)dy = Jim // Ti(z, y)dzdy
= lim /Tk(x,y)d(x, y) (weil Fubini fur T fkt. gilt)

k—+o0

:/F(x,y)d(x,y) weil lim ||T, — Fll; =0
k—4o00

10.2.1 Beispiel fiir die Notwendigkeit der Nullmenge
Yy f(x,y)

S

Fir S =R x {0} C R? und

1, fallsy=20

0, sonst

f(z,y) :{

(10.41)
(10.42)

(10.43)

(10.44)

gilt: S ist Nullmenge, insbesondere ist xg integrierbar, da Ve > 0 gilt. Die Hiillreihe fir S

ist gegeben durch

o0
Z X]-6,6 mit § = £
= ]7 ) [X]fnvn[ n2n

Z /X]_g,g[x]_mn[dx =eVe>0=|xsl[1=0
n=1

Wir miissen N = {y: y = 0} setzten, denn es gilt:

R, fallsy=0

Sy:{x:(m,y)es}:{{} fallsy # 0

daraus folgt xs, ist fiir fiir y # 0 integrierbar.
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11 Transformationsformel

10.2.2 Merkregel

Niederdimensionale Mengen sind Nullmengen, dass heiit wenn R™ C R™, dann ist R” Null-
menge in R™.

11 Transformationsformel

Seien G C R" offen und F': G — U Diffeomorphismus.

11.1 Definition eines Diffeomorphismus
F' heifit Diffeomorphismus, falls gilt:
1. F ist bijektiv

2. F~1ist differenzierbar

11.2 Transformationsformel

| f@dz= [(fo F))ldet(DF)|dy (111)
G

F(G)

11.3 Beispiel (Kreisscheibe)

Ein Punkt in Polarkoordinaten wird dargestellt durch seinen Abstand vom Ursprung r und
dem Winkel zum Horizont ¢. Genauer:

(ro)eG={(rp):0<r<l,—m<ep<m} (11.2)

Wir transformieren die Punkte im Quadrat zu den Punkten in der Kreisscheibe wobei:

F(r,p) = (rcosp,rsing) € U = {(z,y): 2° +3* < 1} \ {(z,0): = < 0} (11.3)
Sei also
(z,y) = (rcosp,rsiny) (11.4)
Da
cos® +sin? = 1 (11.5)
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11 Transformationsformel

folgt
(rcos)? + (rsing)? =12 = r = /22 + 32 (11.6)
y_ sy Sy tanp = p = arctan(g) (11.7)
T TCOSQ  COsp x
Flacheninhalt der Kreisscheibe:
/Xg(:r;)dx = /1da: = / ldx = / l|det(DF)|dy (11.8)
G F(G) G

wobei F' = (r cos ¢, sin )

DF — % %? __[cosp —rsing (11.9)
T \2R 92 T \sing  rcose '

or Dy
|det(DF')| = |cos prcosp — (—rsinp)sing| =r (11.10)
m 1 i
1
Flacheninhalt(Kreisscheibe) = /rd(r, ©) = //rdrdgp = /§d<p = (11.11)
G -7 0 -7

11.4 Lemma tiber das Volumen eines Quaders unter einer linearen
Abbildung

Sei @ ein Quader und F' € GL(n,R): R — R" eine lineare Abbildung. Dann gilt
Vol(F(Q)) = |det F'|Vol(Q) (11.12)

11.4.1 Fakt aus der Linearen Algebra

Die Gruppe GL(n,R) wird von den Elementarmatrizen (Streckungs- bzw Stauchungsmatri-
zen (Typ 1), Permutationsmatrizen (Typ 2) und Zeilenersetzungsmatrizen (Typ 3)) erzeugt.

1 0 0
0
: 1 :
EM, = |: A : (11.13)
1
0
0 0 1
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11 Transformationsformel

1 0
0
: 1
: 1
: 1
EM, = |: (11.14)
: 0
: 1
0
1 0
0 )
EM; = (11.15)
: . 0
0 0 1

Sei B € GL(n,R) Setzte A = B~! mithilfe des Gauverfahrens finden sich Elementarmatri-
zen so, dass

1
[[EA=T (11.16)
k=S

wobei I die Einheitsmatrix ist. Dass heifit, dass
[1E.=B (11.17)

gilt, also wird die Gruppe GL(n,R) von der Menge der Elementarmatrizen erzeugt.

Hilfsbehauptung Das Lemma gilt, wenn F' durch eine Elementarmatrix gegeben ist.
Beweis der Hilfsbehauptung: Sei

Q = [ar,by] X -+ X [an, by (11.18)
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11 Transformationsformel

Elementarmatrizen erster Art:

0, fallstz#j
JEAeER F; =<\ fallsi=j=k (11.20)
1, fallsi=j#k
Vol(F(Q)) = |by — ay| - |[Abk, — Aag| - - - |bp, — a,| = [A|Vol(Q) (11.21)
Elementarmatrizen zweiter Art:
EMy,= VEk,: F;=1<1i¢e{kl}, Fp; = F, =1,0sonst (11.22)
Vol(F(Q)) = Vol(Q) (11.23)

da nur die Reihenfolge der Koordinaten vertauscht wird und |det F| = 1.

11.5 Satz iiber die Invarianz des Integrals unter einer linearen Funktion

Sei f: R"™ — R integrierbar und ¢: R" — R™ gegeben durch p(x) = Ar + b mit A €
M(n,R),b € R". Dann gilt:

f o @ ist integrierbar und (11.24)
/f(:v)dx - /f o o(z)dz|det Al (11.25)

Beweis

1. Erinnerung an die Translationsinvarianz, das heifit obige Aussage gilt fiir A = I,, also:
/f(:v)d:v - /f(x+b)da: (11.26)

2. Sei R" = RFOR™, z = (y,2) mit x = (x1,...,2,),y = (y1, ..., yn) Hilfsbehauptung 1:

Es gilt:

[ f@de = [ f.2)d(y.2) = [ Fly+a(2).2)d(y, 2) (11.27)

wobei V a: R™ — RF gilt « linear.
Beweis der ersten Hilfsbehauptung: Aus Fubini folgt:

/f(y,Z)d(% z) = //f(% z)dydz (11.28)

Aus der Translationsinvarianz folgt nun V z, b:
[ 1w 2)dy = [ £+ b,2)dy (11.20)
SV /f(y, 2)dy = /f(y+a(z),z)dy (11.30)

:>//f(y, z)dydz://f(y—i—a(z),z)dydz (11.31)
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was nach Fubini dquivalent zu

[ 1.2y 2) = [ 1+ az), 2)dly,2) (11.32)
ist.

/\

(y,2) — (y + a(z), z) ist fir lineares « eine lineare Abbildung die durch eine Matrix
der Form

Iy Qgxm
(i ) oism
Aus der Behaupung folgt somit die Formel fiir Elemetarmatrizen der 3. Art ((11.15)).
3. Aus Fubini folgt:

//f(y, 2)dydz = //f(y, 2)dzdy (11.34)

also andert sich das Integral nicht, wenn wir die Reihenfolge der Koordinaten &ndern,
das heif}t es ist invariant unter Anwendung von Elementarmatrizen der 2. Art.

4. Aus dem GauBverfahren folgt VA € GL(n,R)

A 0... 0
A=10 . 0.1 B E (11.35)
0 0... X\

wobei E; Elementarmatrien der 2. oder 3. Art sind. Daraus folgt B € GL(n,R) mit
B=A""ist

A0, 0
B=(E---E)| 0 . 0..; (11.36)
0 0... X!

n

5. Wenn @ ein Quader mit Seitenléngen d, ..., d, ist und

/\1 0... 0 T
oz, x)—= o o0 s = Az (11.37)
0 0...0 A\, Ln
dann ist ¢(Q) ein Quader mit Seitenlédngen |A\idy|,. .., | \ndy|. Also
Vol(p(Q)) = [Ar -+ Al - Vol(Q) (11.38)
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6. Hilfsbehauptung 2:
Dann ist auch ¢(/N) eine Nullmenge.
Bemerkung:
Dies ist ein Spezialfall des Satzes fiir den Fall, bei dem f = yy ist. Dann sagt der Satz:

0 = Vol(N) = / Fla)de = / £ o p(a)da|det(A)] = / oo (@)de|det(A)]  (11.39)
= Vol(p(N)) =0 (11.40)

Beweis der zweiten Hilfshehauptung
Aus N Nullmenge folgt Ve > 0:

3 Quader Qy, ¢, > 0: > crxg, > X~ und (11.41)
k=1
> e Vol(Qr) < e (11.42)
k=1

Weil A in Elementarmatrizen zerlegbar ist folgt:

Vol(Qp)|det(A)| = Vol(p(Qr)) (11.43)
Das heif3t:
g:l CeXp(Qr) > Xep(iv) it (11.44)
Ii(/‘kxso(czk) = ]i\det(z‘l)lckmk < |det(A)le (11.45)
= Ve'>0mite’ = |det€(A)|’Q;“ = (@) (11.46)

Das heifit ¢(NV) ist eine Nullmenge.

7. Fir jede Elementarmatrix £ und jeden Quader @ gilt fir ¢(z) = Ez:

[ xa(@)dz = |aet(B)| = [ xu@(@)ds (11.47)

Beachte hierbei, dass fiir Elementarmatrizen der 2. und 3. Art gilt |det E| = 1.

Xe(@Q)(z) =1z ep(@) ¢ '(z)€Q (11.48)
= Xe(@) = XQO ¢ (11.49)

9. Wegen Linearitdt folgt die entsprechende Aussage fiir Treppenfunktionen.
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10. Sei f integrierbar und ¢(z) = Fx. Wahle eine Folge von Treppenfunktionen 7} mit
limg 4 oo|| f — Tk|l1 = 0. Dann gilt:

/f(x)da: — lim /Tm)d:p 2 kgrfw/(Tk o ¢)(x)dz|det(E)| (11.50)

k——+o0
Nun gilt: T}, ist L'-Cauchyfolge. Da T}, — T; wieder eine Treppenfunktion ist, gilt
T3, — Ti|ly = /|Tk — Ti|dz = |det(E))| /(Tk o) — (Ti 0 p)dz (11.51)
Also ist T}, o ¢ auch eine L'-Cauchyfolge.

Mit Fischer-Riesz folgt: Es gilt 0.B.d.A.: limy_,, o, Tx = f(x) auBerhalb einer Nullmen-
ge N. Also folgt:

lim (Ty o p)(x) = (f o p)(x) Vo & p(N) (11.52)

k—+o0

Da ¢(N) Nullmenge ist (6), folgt fast uberall:

kEIJrnooTkogpz fop (11.53)
;»kggloo/:rkogp(x)dx - /fo¢($)dx (11.54)
:>/f(:c)da::/fogo(x)dx]det(E)\ (11.55)

11. Hilfsbehauptung 3: Seien A, B Matrizen fiir die die Transformationformel gilt. Dann
gilt sie auch fir A - B.
Beweis der dritten Hilfsbehauptung

oa(r) = Az pp(z) = Bx (11.56)
[ 1@)dz = [ (o pa)(@)daldet()] (11.57)
:/(fogpAogoB)(x)dx\detA-detB\ (11.58)
_ /(f o pap(x)dz|det AB|) (11.59)

12. Da Elementarmatrizen GL(n,R) erzeugen, folgt der Satz.
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11.5.1 Beispiel
f(@) = Xpoun wlx) =2z (11.60)
dann ist
/f(x)dx = 1lund /(f o p)(z)dr = /f(?x)dx = / ldx = (;)n (11.61)
2z€[0,1]"
2 0...: 0
J (e @)@)da-ldet (B = [(Fo@)@yda- [det | o o 0. (1162)
0 0...: 2
- ;: —1 (11.63)

11.5.2 Bemerkung
Sei A € GL(n,R) mit det A = 0, p(2)Az. Dann gilt: Das Bild von ¢ ist eine Nullmenge.
1. Sei V =R* x {0} € R¥™, Dann ist V eine Nullmenge. Wegen Fubini gilt:

/de(:cl, e Tpan) = //de(azkﬂ, ey Tpap)d(xe, . ) =0 (11.64)

=0

V A € GL(n,R) gilt V ist Nullmenge (11.65)

Also ist pa(v) ist Nullmenge fiir p4(xz) = Ax. Deshalb gilt, dass W C R™ Unter-
vektoraum ist mit dimW < n. Daraus folgt, dass W Nullmenge ist und daraus folgt
wiederum das das Bild von ¢4 Nullmenge fiir det A = 0 ist.

11.5.3 Folgerung
Sei ¢ eine Drehung im R?, K C R3 kompakt. Dann gilt, dass das Volumen von K gleich dem

Volumen von ¢(K) ist.

Beweis Drehungen werden durch orthogonale Matrizen beschrieben, also durch A € GL(n, R)
mit A - AT = I. Daraus folgt det(A)? =1 weil det(A*) = det(A). Also folgt: |det(A)] =1

11.6 Satz iiber die Ubertragbarkeit der Nullmengeneigenschaft aus
offenen Mengen

Sei N C R” Nullmenge, N C G C R", p: G — W C R*, G offen und ¢ Diffeomorphismus.
Dann gilt, dass ¢(NV) ist Nullmenge.
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Beweis Es gentigt zu zeigen, das fiir alle p € G eine offene Umgebung U (p) so existiert, dass
©(U(p)NN) eine Nullmenge ist. Dies gentigt, da fiir eine Familie von offenen Mengen(U,, ), a €
I mit

NU.=G (11.66)

acl

gilt, dass eine abzahlbare Teilfamilie mit der selben Eigenschaft existiert. Falls die Index-
menge I abzahlbar und ¢ (U, N N) Nullmenge fiir alle « ist, dann gilt:

/X¢ r)dr < Z /xw(UmN( Ydz =0 (11.67)

Und daraus folgt die Nullmengeneigenschaft fiir (V).

11.6.1 Merkregel fiir die Vereinigung von abzdhlbar vielen Nullmengen

Die Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullmenge ist eine Nullmenge. Warum kann man U,
finden? Wéhle U, mit U, kompakt und U, C G

U, kompakt = max |—( <M (11.68)
i,j;2€Uo OTj
= [lo(v) = W)l < Mlv — wlleo Vv, w € Ua (11.69)

Also gilt fiir jeden Quader Q) C U,:

Vol(p(Q)) < M"Vol(Q) (11.70)
Wenn
Z ckX @y () = Xuuon und (11.71)
Z e Vol(Qy) < € (11.72)
k=1
Dann folgt
Z CKXp(@0) (T) = XeUan) (11.73)
und
chVol ) < M"e (11.74)

Also ist p(E, U N) Nullmenge.

7



11 Transformationsformel

11.7 Transformationsformel im Speziallfall dim=1

Aus Analysis II bekannt:
Substitutionsregel (t = ¢(x))

b o(b)
[ fel@né @z = [ fwar (11.75)
a w(a)

Transformationsformel sagt aus:

/f ))|det Do(x)|dz = /f dy (11.76)

(Dp)(z) ist eine n x m-Matrix, hier also 1 x 1. Es gilt:

det(Dy)(z) = ¢'(z) (11.77)
weil det(p) = p fir p € R, (p) € M(1,R) Fur b > a gilt:

(11.78)

St~
!
—

Fir b < a gilt:

/b...:_/a...: / (11.79)

Fall 1: ¢'(z) >0
Fall 2: ¢'(z) < 0 = ¢ monoton fallend. Daraus folgt, dass wenn a < b ist, dann ¢(a) > ¢(b)
gilt und Fiir a < b gilt:

/:/:G:{x:a<x<b}sowie (11.80)
a G
w(b) w(a)
/ :_/ _ / (11.81)
o(a) w(b) »(G)
[ fe@)@ @)z = [ fe@)e @)de = = [ fe(@)l¢ (@)da] (11.82)
' ¢ e(a) ¢ w(b)
== [ty == [ fwdy = [ f@)dy (11.83)
U o (b) ¢(a)

¢ ist Diffeomorphismus genau dann, wenn ¢ bijektiv, ¢, ™! stetig differenzierbar. In der
Dimension 1: ¢ stetig differenzierbar und ¢’(z) # Ogenau dann wenn ¢ Diffeomorphismus

78



11 Transformationsformel

11.8 Vorbereitung fiir den Beweis der Transformationsformel
11.8.1 Erinnerung: GleichmaBige Stetigkeit
Sei K kompakt, f: K — R stetig. Dann ist f gleichméafig stetig, das heif3t:

Ve>030>0Wa,ye K: ||z —ylo <0 = [[f(z) = f(W)]le <€ (11.84)

11.8.2 Situation

G U

G U. Sei Q) ein kompakter Quader in U.

11.8.3 Bemerkung
@ kompakter Quader, ¢ stetig = (Q) kompakt = x,(q) integrierbar.

11.9 Lemma iiber die Schranken des Volumens einer offenen Menge

Seien G +% U Diffeomorphismus, G, U f? R™, Q C U kompakter Quader. Weiterhin seien

Q = [a1,b1] X -+ X [an, by] (11.85)

und 1 > ¢ > 0.
Annahme: Seien ¢ = ¢!, f(v) = ¥(v) — v und

\gf;pwbj—an«,w,j,pe@ (11.56)
Dann gilt:
(1 —¢)"Vol(Q) < Vol(¥(Q)) < (1 +¢)"Vol(Q) (11.87)
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Beweis Wir setzten 0.B.d.A. a; = —b;V,(0,...,0) € Q

Idee:

Q

¥(Q)

Wenn z € @, dann gilt |z;| < b; V j. Wieder setzten wir 0.B.d.A. ¢(0,...,0) = (0,...,0).

Ip;
ﬁxj

: ‘b] — Clj’ <e€ (1188)
Ziel: Schranke fiir 3;(z)

|5i(l‘1,...,l'n) —61(0,,0” = |Bi($1,0,‘..,0) —51(0,,0”
+|8i(x1, 22,0,...,0) — Bi(z1,...,0)| + - --
+ 1Bi(21, - - -y 2) — Bi(Tn1,...,0)| (11.89)

< |x1| max / + -+ + |z, max / =A (11.90)
81'1 n
WEeil eindimensional gilt:
l9(b) — g(a)| < [b— a| max|g'(z)| (11.91)
Also ist
A< nml?xlmk] max (9&:; (11.92)
Insgesamt also ViVr € Q:
()] < : 11.93
|Bi(z)| < nmax|z,| max o, (11.93)
Wenn ¢ so gewahlt ist, dass
nm]?X|xk| max|——| < & (11.94)
,] j
dann folgt:
1Bi(x)| <egViVa e (11.95)
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11 Transformationsformel

Wenn ¢ so gewahlt ist, dass €|b;| < o, dann folgt |5;(x)| < €|bj| Vi,j und hieraus folgt
wiederum

B(x) € [—eby,eby] X -+ X [—&by, €by)] (11.96)

Mit ¢(x) = x + B(z) folgt Vo € Q :

(x) € [—(14+e)bi(1+e)by] x -+ X [—(1+&)by(1 4 €)by,) (11.97)
(14e)Q={veR™: v=(1+¢)vo, VOER}
= Vol(¥(Q)) < Vol((1+¢)Q) = (1 + &)"Vol(Q) (11.98)
Erinnerung
Y: U — R" mit
D invertierbar = v ist offene Abbildung, beziehungsweise (11.99)
D invertierbar = ¢ Diffeomorphismus = v ist offene Abbildung (11.100)

Das heifit YU offen ist ¢(U) offen. Insbesondere gilt hier w(é)) ist offen, wobei 52 = Innere
von () mit:

o

Q =lar, bi[x - xX]an, b (11.101)

o

Daraus folgt, dass (@) eine offene Umgebung von 1(0) = 0 enthilt, da wir angenommen
haben, dass ¢(0) =0 € Q.

Sei nun

p = supq{r: 7“52 C 21)(52)} (11.102)

wobel

o

rQ =ray, rbi[x -+ X]ran, vby| (11.103)

o

Da (@) eine offene Umgebung von 0 enthélt, gilt g > 0. Wir wollen zeigen, dass (1 —¢)Q C

»(Q) gilt. Es geniigt also zu zeigen, dass p > 1 — ¢ gilt.
Denn dann gilt:

(1-2)Q CpQ=Yr>p:rQ C ¥(Q) (11.104)
=(1-¢)Q C¥(Q) (11.105)

weil () der Abschluss von 52 ist und somit

U(Q) = ¥(Q) (11.106)



11 Transformationsformel

Hilfsbehauptung

(1+¢)Q
Es existiert ein

q€0(Q): Y(q) € 0pQ = Rand von pQ (11.107)

Beweis der Hilfsbehauptung:
»(0pQ) ist kompakt, weil p@Q) kompakt ist. Andererseits gilt:

(p+ ;)CO? ¢ (Q) (11.108)
nach Definition von p. Wahle eine Punktfolge
€(p+ ;@\w(é) (11.109)

Nun kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass s,, e konvergent nach Ubergang zu Teil-
folge ist, da ) kompakt. Es gilt:

Seg(p—l—??ll)Q—pQ (11.110)
Da
sm & V(Q) =5 & ¥(Q), weil ¥(Q) offen. (11.111)
—s ¢ rQ fiir r < p nach Definiton. (11.112)
—s ¢ pQ (11.113)
Also gilt s € 5(pQ). Es gilt p(Q) € (Q). ¥(Q) ist kompakt und
s€6(pQ) CpQ CY(Q)= g€ Q:Y(q)=s (11.114)
Da s ¢ $(Q) gilt ¢ € 6Q
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11 Transformationsformel

q € 6Q mit Q = [=by1,b1] X -+ X [=by, b,]

Nach Wahl von € gilt dann

1Vi(q) — qi| < eb;
—_——
Bi(q)

U(q) € 0pQ C pQ = [pay, pby] X - -+ X [pay, pby]

folgt p > (1 — €). Nach der Definition von p folgt nun:

(1-2)Q C¥(Q) =(1 —2)Q C ¥(Q)
= (1 — £)"Vol(Q) < Vol($(Q)) < (1+ &)"Vol(Q)

11.9.1 Fazit
Wenn

n max
i?j

Ip;
i’max\bﬂ <eundl<e<1
835]- k

Dann
(1 —¢)"Vol(Q) < Vol(¢(Q)) < (1 +¢)"Vol(Q)

11.9.2 Beobachtung und Folgerung

Durch Zerlegung der Quader in Teilquader konnen wir € > 0 beliebig klein wéhlen.

11.10 Strategie fiir den Beweis der Transformationsformel

(11.115)
(11.116)

(11.117)

(11.118)

(11.119)

(11.120)
(11.121)

/\

(11.122)

(11.123)

Aus der Integrierbarkeit von f auf U folgt die Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen.
Zerlege () in hinreichend kleine Quader und v in eine Treppenfunktion 1y verkniipft mit

einem « ~Id nach Lemma (11.9, S. 73).

11.11 Hinweis zum Beweis der Transformationsformel

Der vollstindige Beweis der Transformationsformel findet sich im Blackboard (Dateiname
tf.pdf). Da dieser Beweis nicht in der Vorlesung vorgestellt wurde, fehlt er in diesem Skript

implizit.
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12 Untermannigfaltikeiten des R"

12

Untermannigfaltikeiten des R"

12.1 Notation

Er C R", dim(Ey) = k, 211, -, 2, =0 (12.1)

12.2 Defnitionen fiir Untermannigfaltigkeiten

1.

M C R", M # () heiit k-dim Untermannigfalltigkeit von R"™ wenn fiir alle a gilt: Es
existiert eine offene Umgebung U von a und ein Differomorphismus ¢: U — V' fg RrR™
so, dass

(,D(CL) :O,QO(MQU) :Vﬂ{ZL‘ERnl Td41 = " :l’dZO}:VﬂEk (122)

Ey

(o, U) heiBt Karte, U heifit Kartengebiet.
{(¢i,U;)} mit M C U;e; U; heifit Atlas.

Untermannigfaltigkeiten der Codimension 1 (also (n — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™) heiflen Hyperfléchen.

12.2.1 Bemerkungen zu Untermannigfaltigkeiten

1.

Das wesentliche Merkmal von Untermannigfaltigkeiten ist, dass sie lokal aussehen wie
der euklidische Raum, dass heifit R".

Prizisere Sprechweise ist: C¥-Untermannigfaltikeit.

Teilmengen des R™ erben die topologische Struktur von R™, bei Untermannigfaltigkei-
ten gilt zusatzlich, dass auch die differenzierbare Struktur vererbt wird.

Da Q™ C R™ abzdhlbar und dicht in R™ reichen stets abzédhlbar viele Karten um einen
Atlas zu bekommen.

12.2.2 Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten

1.
2.
3.

£, C R", Karte=Identitat.
Affine Unterrdume.

Sn=t c R™

Offene Teilmengen des R™.

Q C R" offen, f: Q — R™ € C*, dann ist Graph(f) C R® x R™ Untermannigfaltigkeit
von Klasse C*.
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12 Untermannigfaltikeiten des R"

6. GL(n,R) sind Untermannigfaltigkeiten, denn sie sind offen und es gilt

GL(n,R) = det™ (R \ {0}) (12.3)
7. P(z,y) = zy, dann ist N(P) keine Untermannigfaltigkeit, denn er ist der R?.

gp injektiv

12.3 Definition von Differenzierbarkeit

Sei M C R"k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, f: M — R stetig. Dann heifit f differen-
zierbar in a € M, wenn f o o~ ! eingeschrinkt auf £y, U B differenzierbar in o(a) ist.

ﬁ% o

12.3.1 Bemerkung

Diese Definition von Diffenrenzierbarkeit ist unabhéngig von der Wahl der Karte.

12.4 Ausblick

M ist Untermannigfaltigkeit ist aquivalent zu:
1. M ist lokal parametrisierbar durch ”schéne differenzierbare Funktionen”.
2. M ist lokal Nullstellenmenge einer ”"schénen Funktion™.

3. M ist lokal Graph einer "schonen Funktion”.
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12 Untermannigfaltikeiten des R"

12.5 Untermannigfaltigkeitssatz unter Funktionen

Sei M C R™ nicht leer, dann ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltikeit genau dann,
wenn es fiir alle p € M eine Umgebung U C R” von p und eine C!-Abbildung

f=0 o) U= R (12.4)

mit
MnU=f10)nU (12.5)
f1(p) sind linear unabhingig (12.6)

Beweis (=) Sei Md-dimensionale Untermannigfaltikeit von R™, p € M. Nach Definition
existiert die Abbildung ¢: U — V die M N U identifiziert mit E; C R". Definiere

fi=pari 1 <i<n-—d (12.7)
¢ ist Diffeomorphismus, dass heifit dp(p) hat fiir alle ¢ € U vollen Rang. Also sind

linear unabhéangig.

(<) Seien (12.5) und (12.6) und p € M. Wegen (12.8) kénnen wir (12.6) zu einer Basis
von (R™)*, welches die Menge der linearen Abbildungen im R™ ist, auch gennant Dualraum,
erganzen. Diese Basis hat die Darstellung,

(@17'"790d7f]/.(p)7"'7f7/7,—d(p)) (12'9)
Definiere ¢: U — R" mit
= (p1(@), o fama(@) (12.10)

dp(p) hat vollen Rang. Dann ist ¢ lokal bei p nach einer eventuellen Verkleinerung von U
ein Diffeomorphismus. Wegen (12.5) und der Konstruktion von o(UNM) = E;Ne(U). Also
ist ¢ eine Karte bei p.

12.6 Definition von reguldren Punkten und Werten

Seien U C R" offen, f: U — R™ differenzierbar.
1. z € U heifit regulérer Punkt von f, wenn das Differential df (z) surkjektiv ist.
2. ¢ € R™ heifit reguldrer Wert von f, wenn alle z € f~!(c) regulire Punkte sind.

3. Ein nicht-regularer Punkt heifit singular.
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12 Untermannigfaltikeiten des R"

12.6.1 Bemerkung
Surjektivitat des Differentials df (p) bedeutet, dass der Rang der Jacobimatrix J;(p) gleich
dim(R™) ist.

12.7 Satz, dass die Niveaumenge eines regularen Wertes eine
Untermannigfaltigkeit ist

Sei f: U — R™ eine C~!'-Abbildung, M = f~!(c) Niveaumenge eines reguliren Wer-
tes ¢, dann ist M eine Untermannigfaltigkeit mit codim(M) = dim(R™) beziehungsweise
dim(M)=dim(R")-dim(R™).

Beweis Seia € M = f~!(c). Da c regulirer Wert ist, ist df (a) surjektiv. Daraus folgt:

n = dim(R") > dim(R™) (12.11)
Definiere
d =n — dim(R™) (12.12)
und
F:R" —» R (12.13)
mit
R">z— f(z)—c (12.14)

Dann ist M = f~1(0) und wegen der Surjektivitit des Differentials sind die Ableitungen
Fl(a),...,F_4(a) (12.15)

R

linear unabhéngig. Daraus folgt M C R" ist eine d-dimensionale Untermannigfaltikeit.

12.7.1 Beispiel, dass der Rand der Kreisscheibe eine Untermannigfaltigkeit ist
Sn=1 C R™ ist Untermannigfaltigkeit, wobei gilt:
St ={zeR": > 17 =1} (12.16)

Beweis Definiere f: R" — R mit f(z) = > 2 — 1. Dann ist

0 0
83{1@) = 2x1,...,aa;};(p) = 2, (12.17)

= f(p) = 2(x1, ..., 20) (12.18)

Also ist © = 0 ein regulédrer Punkt und auch Wert
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12 Untermannigfaltikeiten des R"

12.8 Definition von Tangentialraumen und Vektoren

Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom R".

1. v € R™ heifit Tangentialvektor in a € M, wenn gilt:

Je>0:a: (—e,e) > M (12.19)
a(0) =aund /(0) = v (12.20)

2. Die Menge der Tangentialvektoren in a € M heiffit Tangentialraum in a, T, M.

12.8.1 Bemerkung

T, M ist d-dimensinaler R-Vektorraum

12.8.1.1 Beispiele

1.
TR™ 1 <i<myai(—e,e) = R ay(t) = te; (12.21)
ai(t) = e = ToR" 2 R" (12.22)
denn die «; sind unabhéngig.

2.
St C R% ay(—¢e,e) — St (12.23)
ts et + g) = (cos(\t + g), sin(\t + g)) (12.24)
/(1) = (—sin(\t + g)A,COS(At + g))\) (12.25)
o/ (0) = (—sin(g))\,cos(g))\) = (=), 0) (12.26)

38



12 Untermannigfaltikeiten des R"

12.9 Satz iiber die Vektorraum- und Kerneigenschaften des
Tangentialraumes einer Untermannigfaltigkeit

Gegeben sei die Untermannigfaltigkeit M¢, a € M. Dann gilt:
1. T, M ist R-Vektorraum der Dimension d.

2. Gegeben U C R" offen und M = f~1(c), ¢ regularer Wert, dann ist T, M = Kern df (a)

Beweis

1. Wenn M offene Menge in Ey, ist, dann ist die Aussage klar.
Idee:
Lokal sehen Untermannigfaltigkeiten genau so aus wie offene Mengen in E,. Sei p: U —
V Karte bei a € M Durch ¢ werden Kurven bei a € M abgebildet auf Kurven bei
¢(a) € V. Definiere zu a: | — ¢,e[— M die Kurve

a*: ] —e,e[= V,a"(0) = p(a) (12.27)
Dies ist eine Bijektion. Ingesamt folgt nun, dass T, M ist d-dimensionaler R-Vektorraum
ist.
2.
a:|—e e[ M, foa=c (12.28)
= df(a) a(0)=0 (12.29)
= T,M C Kerndf(a) (12.30)
dim( Kern df (a)) = dim(R") — dim(R™) = dim(M) = dim T, M (12.31)
= T,M = Kern df(a) (12.32)

12.9.1 Beispiel von der orthogonalen Gruppe

O(n) ={A e R™"A'A = E} (12.33)
ist Untermannigfaltigkeit und

TpO(n) = {H € R™"|H = —H'} (12.34)
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Beweis Symm(n x n) bezeichne die symmetrischen Matrizen. Sei f: R™*" — Symm(n X n)

mit
f(A)=A'"A= On) = fE) (12.35)
Also ist f stetig differenzierbar. Berechne das Differential von f an der Stelle A:
df(A)-H=A"H+ H'A (12.36)
0 0 .
—| f(A4+tH)=—| (A+tH)(A+tH) (12.37)
ot|,_, ot|,_,
_9 (A" +tH") (A +tH) (12.38)
ot|,_,
:; A'A+ A'tH + tH'A+ t*H'H (12.39)
t=0
=A'H+ H'A (12.40)

Ist df (A) surjektiv? Sei S eine beliebige symmetrische Matrix und definiere H = %AS . Dar-
aus folgt

df (A) ist surjektiv (12.41)
= df(E)H = HH' = Kern = {H = —H"} (12.42)

13 Normalraum

x,y = R" (-, -) Standardskalarprodukt. (z,y) = > z;y;, M C R"

13.1 Definition des Normalraums

1. v € R™ heiBt Normalenvektor, wenn (v,T,M) = 0.

2. Der Normalenraum wird definiert durch:

NoM = (T,M)* (13.1)
13.1.1 Bemerkung iiber den Gradienten

99
8:1:1

(@,... 2 ) (13.2)

grad(g(a)) = ( U B

13.2 Lemma, iiber eine Basis des Normalenraumes
Seien M = f~1(c), f eine C'-Abbildung, c regulirer Wert, f: U — R"~¢, dann bilden
ared fy(a), .. grad fo_s(a) (13.3)

eine Basis des Normalenraums
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Beweis (grad f;)" ist gerade die i-te Zeile der Jacobimatrix. Aus dem vorigem Satz folgt
dann:

veT,M < (gradf;(a),v) =0 (13.4)

fir alle « = 1,...,n — d, dass heisst, die obigen Gradienten stehen senkrecht auf T,M. Da
Jf(a) vollen Rang= n — d hat folgt, dass die obigen Gradienten linear unabhangig sind.

13.2.1 Bemerkung

Der Begriff des Normalenraumes wird wichtig, wenn man sogenannte orientierbare Unter-
mannigfaltigkeiten betrachten.

14 Immersionen

14.1 Definiton von Immersionen
Sei
QCRYy: Q= R" (14.1)

eine C''-Abbildung. v heiBt Immersion, wenn ihr Differential {iberall injektiv ist.

14.1.1 Bemerkung iiber Immersionen

1. dvy(u) ist genau dann injektiv, wenn J,(U) Rang d hat.

2. Eine Immersion ~ bildet die "Standardkurven” (g; = u + te;) ab auf Kurven der Form:

il (o= =5 () (142)

n=0

Ty (0)e;

14.1.2 Beispiele von Immersionen
1. Sogenannte reguldre Kurven sind Immersionen v: I — R", das heifit 7/(a) # 0V a.
2. Graphen lassen sich sehr einfach durch Immersionen parametrisierter x — (x, f(z))

darstellen.

14.2 Bemerkung, iiber Parametrisierungen

Parametrisierungen entsprechen ungefihr Graphen.
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14.3 Definition der Aquivalenz von Parametrisierungen

Zwei Parametrisierungen heiflen dquivalent, wenn sie sich hochsten um ein Diffeomorphismus
T unterscheiden (also 3 0T = 72).

14.4 Lemma uber die lokale Normalform einer Immersion

Gegeben sei eine Immersion v: RY D Q — R” Dann ist v lokal und nach eventueller
Permutation der linearen Koordinaten von R" &dquivalent zu einer Parametrisierung

Genauer:

Fir jeden Punkt u, € ) existiert eine offene Umgebung 2y C €2 und eine Permutation
P: R" — R" derart, dass P o v|q, dquivalent zu

5/(1") = (l‘lw"vl'd);yd-i-la'"75%(1.)) (145)
ist. Insbesondere gilt, dass 7({2y) eine Untermannigfaltigkeit der Dimension d ist.
Beweis Nach einer Permutation der Koordinaten kénnen wir annehmen, dass die Ablei-

tungen von vy, ..., 74 linear unabhéngig sind. Mit dem Satz der Umkehrabbildung folgt nun:
T = (7,...,7q) ist Diffecomorphismus auf Qy — V' C R". Wir definieren

F=noT V= R" (14.6)
7 ist eine Immersion, denn
di(z) = dy(TY(x)) o dT~*(z) (14.7)
—— —_——— —
injektiv injektiv injektiv

Also leistet 4 das gewiinschte und ~y(£29) C R" ist eine Untermannigfaltigkeit.

14.4.1 Bemerkung iiber die lokale Normform

Fiir die obige lokale Normalform 7 gilt: 3! = Pry__4

14.4.2 Beispiel, dass Bilder von Immersionen im allgemeinen keine
Untermannigfaltigkeiten sind
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14.5 Definition der Einbettung

Eine Immersion ~: 2 — R™ heifit Einbettung, wenn v glatt und immersiv, injektiv und
Homéomorphismus auf das Bild ist, das heifit v: Q — v(Q) ist Homéomorphismus beztiglich
der Topologie von € als offene Teilmenge von RY und der Relativtopologie auf v(Q2) als
Teilmenge von R™.

14.6 Untermannigfaltigkeitssatz fiir Einbettungen

1. Das Bild einer Einbettung ~: 2 — R" ) °C" R ist eine d-dimensionale Untermannig-
faltigkeit im R".

2. Je zwei Einbettungen ;, 7 ; — R™ mit gleichem Bild sind &quivalent.

Beweis

1. Sei d € M = ~v(Q). Setze U = v !(a). Nach Lemma 14.4 existiert eine Umgebung 7o
von a € M so, dass y(€)y) eine Untermannigfaltigkeit ist. v ist Homéomorphismus auf
7(£2), also ist v eine offene Umgebung mit M U U = ()

2. Gegeben v;: ; — R™ und
Y1(1) = M = 72() (14.8)
Man betrachte die Abbildung
T = oy O — Q (14.9)

Weil T' ein Homdomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass T' eine C'-Abbildung ist.
Betrachte uy € T (U;) =: uy. Wir wenden auf Uy Lemma 14.4 an. Wir erhalten
eine Umgebung sy C €y auf einer offenen Menge V' C R? und es existiert eine

Parametrisierung
Yalosy =p tofeoT (14.10)
wobei 7 laut 14.4.1 Diffeomorphismus zwischen +; und ~,. Weiterhin folgt
Yot=71"1o wanV(QZO) (14.11)
Pr
Wegen
Yoo T = (14.12)
folgt nun
ToPrtloT=m (14.13)
(14.14)

Alsoist T € C'.

R
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15 Exkurs: Topologische Grundbegriffe

15 Exkurs: Topologische Grundbegriffe

Dieser Abschnitt beruht auf der Ubung von Benjamin Béhme (mit freundlicher Genehmi-
gung) und auf den topologischen Hintergrund aus dem 10. Aufgabenblatt der Vorlesung.

15.1 Definition einer Topologie

Sei X eine Menge, dann heiit 7 C P(X) eine Topologie, falls:
1. ,Xer
2. o1,00€T=>0U0oy ET

3. 00 €TVIE] = Neroi €T

15.2 Definition eines topologischen Raumes

Das Paar (X, 7) heifit topologischer Raum.
Hinweis: Implizit wird der topologische Raum auch nur mit X notiert.

15.3 Definitionen von Offenheit, Abgeschlossenheit und Umgebung in
topologischen Raumen

1. o heifit offen in X, falls 0 € 7
2. Ao X heifit abgeschlossen in X, falls X \ A € 7

3. U C X heiBt Umgebung von a € X, falls ein ¢ € 7 mit a € o0 C U existiert.

15.4 Definition der Stetigkeit von Funktionen iiber topologischen
Raumen

Seien (X, 7x)(Y, 7v) topologische Rédume, dann heiit f: X — Y stetig, falls Urbilder offener
Mengen offene sind beziehungsweise Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

15.5 Beispiele fiir topologische Raume und Stetigkeit
1. Die Klumpentopologie ist definiert als (X, 7) mit 7 = {0, X }.
2. Die diskrete Topologie ist definiert als (X, 7) mit 7 = P(X).

3. (R™,||-||2) ist ein normierter Vektorraum. Die euklidische Norm gibt die aus Analysis
IT bekannten offenen Mengen, die sogennante Standardtopologie auf R™. (Hierbei ist 7
die Menge aller offenen Mengen, die aus der euklidischen Norm gewonnen werden.)
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4. Sei
f: (X, 7x) = (Y,7v),z — yo konstant (15.1)
Dann ist f stetig. Fiir beliebige V' C X gilt:

fHU)=0€rxoder f2(U)=X €1x (15.2)

15.6 Definition von Hausdorffschheit

Ein topologischer Raum X heifit hausdorffsch, wenn fiur alle Punkte p,p’ € X gilt, dass es
offene, disjunkte Mengen U, U’ C X gibt mit p € U,p' € U’.

15.7 Definition einer Teilraumtopologie

Sei (X, ) ein topologischer Raum, T' C X. Setze die Teilraumtopologie
J={ocUT|o e} (15.3)

Dann ist (7, J) ein topologischer Raum und U C T offen in T, falls U € J.

15.8 Definition von Kompaktheit

(X, 7) heiBBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teilitberdeckung besitzt,
das heif3t:

X=Uer=>x=U, "C"I (15.4)
i€l jeJ
15.9 Satz iiber Kompaktheit von abgeschlossenen Teilmengen

Seien X kompakt und A C X abgeschlossen, dann ist A kompakt.

15.10 Definition von Lokalkompaktheit

Ein topologischer Raum X heifit lokalkompakt, wenn jeder Punkt p € X eine kompakte
Umgebung U, besitzt.

15.11 Definition einer topologischen Einbettung

Seien XY topologische Raume. Dann heifit eine Abbildung ¢: X — Y topologische Einbet-
tung, wenn +(X) homéomorph auf ¢(X) abbildet, wobei ¢(X) C Y mit der Teilraumtopologie
versehen ist.
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15.12 Definition von eigentlichen Abbildungen zwischen topologischen
Raumen

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Réumen heifit eigentlich, wenn fir jede
kompakte Menge K C Y ihr Urbild f~!(K) C X kompakt ist.

15.13 Satz iiber die Eigentlicheit von Funktionen iiber einem
kompakter topologischer Raum

Seien X, Y topologische Rdume, X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f eigentlich.

15.14 Satz iiber die Alexandroff-Kompaktifizierung (Aufgabenblatt)

Sei X ein lokalkompakter, hausdorffscher topologischer Raum. Dann existiert eine bis auf
Homd&omorphie eindeutig bestimmte Kompaktifizierung X, sodass gilt:

1. X ist kompakt und hausdorffsch

2. Es existiert eine topologische Einbettung ¢: X — Y

3. X\ ¢(X) besteht aus einem einzigen Punkt (genannt "oc”)
4. X kann identifiziert werden mit X U {oo}

5. Die Topologie auf X ist bestimmt durch folgende Festlegung: die offenen Mengen in
X\ {oo} sind genau die offenen Mengen in X; die offenen Umgebungen von oo € X
sind von der Form X \ K, wobei K € X kompakt ist.

15.15 Satz iiber die Ein-Punkt-Kompaktifizierung (Ubung Bhme)

Sei X ein topologischer Raum. Falls X nicht kompakt ist, lasst sich X zu X =XU {0}
kompaktifizieren.

Topologie auf X U C X heifit offen, falls co ¢ U und U offen in X oder co € U und X \U
kompakt ist.

Beweis des Satzes Sei (U;);c; offene Teilitberdeckung von X. Es existiert ein k € I: oo €
endlich

U, offen. Nach Definition ist X \ U kompakt. Dann existiert J C [ so, dass

X\, cyu,=UUU;uu, 20X (15.5)

jeJ jeJ

Also existiert eine endliche Teiliiberdeckung von X

R
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

15.16 Satz iiber die stetige Erweiterung einer Funktion iiber
topologische Raume

Es seien X, Y lokalkompakte, hausdorffsche topologische Raume und f: X — Y stetig. Die
Kompaktifizierungen von X beziehungsweise Y bezeichnen wir mit X beziehungsweise Y/;
ihre unendlich fernen Punkte mit cox beziehungsweise coy. Dann lésst sich f genau dann
durch die Festlegung oo ¢ — 0oy zu einer stetigen Abbildung

fi XY (15.6)

erweitern, wenn f eigentlich ist.

16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R” und der
Satz von Stokes

16.1 Definition und Proposition der Relativtopologie einer Teilmenge
eines topologischen Raumes

Sei (X, 1) topologischer Raum und Y C X. Dann ist
v ={UNY|U € 7x} (16.1)
eine Topologie auf Y, gennant die Relativtopologie von'Y als Teilmenge von (X, Tx) oder die

von (X, 7x) auf Y induzierte Topologie.

16.2 Satz uiiber den Kartenwechsel

R3D> M
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Seien €2, C ,7;: @ — R"™ Einbettungen fir ¢ = 1,2 mit gleichem Bild, dass heif3t

of fen

7 (1) = 72(€Q2). Dann existiert ein Diffeomorphismus 7': €7 — {2y
Yool =7 (16.2)
Wir setzen U, o := Uy N U, und erhalten zwei Einbettungen mit Bild U; N M©.

i Prin(Uie)) = Bz 07 (s 0) (16.3)
R Rnrn—d

und 2. Mit Satz 16.2 existiert

T Ql — QQ mit’yQoT:wl (164)

Wir nennen g ; =T einen Kartenwechsel von M.

16.3 Definition des Tragers einer Funktion

supp(f)

N

M

ISy

Sei f: R™ — R stetig oder glatt. Dann heifit

supp(f) = {z € R"[f(z) # 0} (16.5)

der Trdager oder Support von f und im Allgemeinen heifit A CC B fur A, B C (X,7x),A
kompakt und A C B.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.4 Ziel: Integraton auf Untermannigfaltigkeit von R" D M
Naiver Versuch f: R" — R stetig oder glatt mit supp(f) CC U, (U, ¢) Karte fiir M.

,,/f,,._/f_ / /fw (16.6)

MU e(MNU)  VNEq
= / f(¢™(2))dz wobei (16.7)
Pr(VUE,) =90
z€R? O Q (16.8)
of fen

Frage Seien (U, 1), (U, ¢2) zwei Untermannigfaltigkeitskarten.

/ foptZ / fop™ (16.9)
Q1=FE4Up1(U) Qo=FE 4 Up2(U)
Wir setzen
p: 2y — Rmit (16.10)
g fop ' ((y,0)) = fomnly) (16.11)

und haben mit Hilfe der Transformationsformel,

@o1 =T: Q — Qmit Q) 5 Oy S R (16.12)
/ fowr' = [ gy [ o(T(@)det T'(2) dx = o (16.13)
und
[roe = [g(T(@)de = ¢ (16.14)
da
9(T(x)) = f((T())) = fom(z) = f oo ((2,0)) (16.15)

mit o # £. Also fiithrt der naive Ansatz nicht zum einer verntinftigen Definition der Integra-
tion tiber M.

16.5 Strategie fiir die Integration iiber M
1. Infinitesimal, dass heifit Volumen auf T, M (multilineare Algebra).

2. Lokal, dass heifit auf Karte (U, ) (Differentialformen).

3. Global, dass heifit auf M (Differentialformen und Zerlegung der Eins).
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.6 Volumenbegriff fiir Parallelotope

V1,...,Uy € Rn,P: P(’Ul,. .. ,Un) = {Ztﬂ)l‘tl € [0, 1]} (1616)

i=1
Dann ist Vol(P) = |det(A)| wobei
A= (v, ) (16.17)
Dies entspricht der Transformationformel, da
Ty:R" > R" x+— Ax (16.18)

Es gilt dann T4 (e;) = v; und Ty (Einheitswiirfel) = P und mit Hilfe der Transformationsfor-
mel gilt

Vol(P) = Vol(T(w)) = |det(A)|Vol(w) = |det(A)] (16.19)

16.7 Definition des orentierten Volumens

Vol,,(P): det(A) nennt man das orientierte Volumen von P.

16.8 Beispiel des orientierten Volumens fiir n = 1,2
n = 1, v, negativ:

= Vol (P(v1)) = —||v1]|00 (16.20)
n = 2, P(ve,v1) gegen den Uhrzeigersinn orientiert:

= Vol,.(P(vq,v1)) = —Vol(P(vy,v2)) (16.21)

16.9 Multilineare Algebra
16.9.1 Konvention

K € {Q,R,C} (16.22)

16.9.2 Definition einer Bilinearform

Eine Bilinearform B auf einem K-Vektorraum X ist eine Abbildung B: V x V' — K so, dass
fir v, v, w,w € X, A € K gelten

1. B(v+ M w) = B(v,w) + AB(v',w)
2. B(v,w+ ') = B(v,w) + AB(v,w’)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.3 Bemerkung zu Matrizen von Bilinearformen
Eine Bilinearform B liefert Matrix @ = Qp € M (n,K) mit
B(z,y) =B <Z Ti€i, Y yjej> =Y :B(e;, e, )y, (16.23)
i=1 j=1 i o T~

2%}

= 2iQizy; = =" Qvy (16.24)
i?j
wobei (@p)i; = Qi;

16.9.4 Bemerkung zum Pullback einer Bilinearform

Wenn B Bilinearform auf V und 7': U — VIK—-linear, dann haben wir den Pullback von B

unter T
T*B(uy,u) = B(T(u1), T(ug)) ¥V ui,us € U (16.25)

ist eine Bilinearform auf U.

16.9.4.1 Ubung
U=K"—=V=K" Aec M(nxm,K) (16.26)
und 7' = T4. Dann gilt
Qris) = A'QpA (16.27)

16.9.5 Definition von symmetrischen und antisymmetrischen Bilinearformen

Eine Bilinearform auf V' heifit symmetrisch beziehungsweise antisymmetrisch wenn gilt
B(w,v) = B(v,w) (16.28)

beziehungsweise

B(w,v) = —B(v,w) (16.29)

16.9.6 Bemerkung iiber antisymmetrische Bilinearformen

Wenn B antisymmetrisch ist, dann gilt B(v,v) = 0.

16.9.7 Lemmata iiber weitere Eigenschaften von Bilinearformen

1. Jede Bilinearform ist Summe einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Bili-
nearform.

2. Ist @p die Abbildungsmatrix von B € GL(n,R), so gilt:

B symmetrischt < Q% = Qp (16.30)
B antisymmetrisch < Q% = —Qp (16.31)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.7.1 Beispiele zu 16.9.7
1. Lorentz-Metrik:

B: R"™ x R™™ 5 R, (z9,7)' € R™™ 20 € R (16.32)
B((z0, %), (Y0,9)) = zoyo — =y (16.33)
2.
B: R x R*™ = R, (p,q)" € R* p,q € R" (16.34)
B((p,q), (v, ¢)) =p'd' — (')'q (16.35)

16.9.8 Definition des Dualraumes

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis By = {e,|a € A}. Dann heifit

V* = Homg(V,K) = {p: V — K|pist K-linear } (16.36)
der Dualraum von V. Die zu B duale Basis von V* ist
By« = {e.|a € A} (16.37)
wobei e},: V' — K eindeutig durch
1, a=p
e =048 =14 16.38
(5) 8 { 0, ap (16.38)

festgelegt wird.

16.9.9 Definition des Raumes der K-linearen Abbildungen und Lemma iiber weitere
Eigenschaften des Raumes

Sei V' R-Vektorraum mit Basis {es,...,e,} und Dualbasis {ej,...,e}} von V*.
1. Fir k£ > 1 ist der Raum der K-linearen Abbildungen definiert durch
@V = {t: V x --- x V — RJtist K-linear } (16.39)
k—mal
2. Fur
te ®'V* s e @V (16.40)
ist
t®se @y (16.41)

definiert YV wvy,..., vy € V durch
(t®$s)(v1,. .., v641) = t(v1, ..., 0) - $S(Vgs1,---,01) (16.42)

3. Eine Basis fiir ®*V* ist gegeben durch
e o

|

1<iy,... i, <n} (16.43)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Beweis (2. ist Ubung)
Zu 3. : Beweis per Vollstandiger Induktion iiber k.

Induktionsanfang k£ =1® V* = V*. Zu zeigen:
{el,..., e} ist Basis von V* (16.44)

Wir zeigen zunéachst die lineare Unabhéngigkeit, dass heif3t falls
0=>) Ne N eR (16.45)
i=1
gilt, so folgt \; =0V i. Sei j € {1,...,k}, dann gilt durch Anwenden auf e;:

0=0(e;) = (Z = 1”)\ief> (ej) =\ (16.46)

Also folgt die lineare Unabhéngigkeit. Nun zeigen wir, dass die Menge ein Erzeugendensystem
ist. Sei ¢ € V. Wir suchen ein a; € R so, dass

> aer = (16.47)
i=1

Sei a; = p(e;) € R, dann gilt Vj € {1,...,k}:

(Z qwf) e; = Z gieje;und p(e;) = a; (16.48)
i=1

=1

Induktionsschritt k£ > 1. Erneut zeigen wir zunachst die lineare Unabhéngigkeit:

(€7, ® - ®ei (e, .-, e5) = €f e, €] €, (16.49)

= 5i1,j1 T 6ik,jk (1650)

t= > i€ ® @6, (16.51)
1<it,...sip<n

Also folgt die lineare Unabhéangikeit. Nun wenden wir uns der Eigenschaft zu, Erzeugenden-

system zu sein:
te ®kV*7 t(ejlv R ejk) =10, € R (16'52>

(16.53)

.....

b= > a6 0@ (16.54)

R

gilt.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.9.1 Korollar iiber die Dimension von R®"V"
dim(R®*V") = n* (16.55)
16.9.10 Beobachtung iiber die Wirkung der symmetrischen Gruppe auf den Raum
der K-linearen Abbildungen

Die symmetrische Gruppe S;, wirkt auf @*V* fiir:

te @V CeSy, vi,..., 05 €V (16.56)
mittels:
(€)1, vm) = t(vey, - - Vew)) (16.57)
16.9.10.1 Beispiel
k=2,S ={ld, 7} mit 7(1) = 2,7(2) =1 (16.58)
7(t)(v1,v2) = t(V-(1), Vr(2)) = t(v2, V1) (16.59)

16.9.10.2 Ubung
1. ((t) € @V~

2. (T €S =((7(t) = (Cor)(t)
Nullteiler in Sy,

16.9.11 Lemma iiber die Anwendung eines Gruppenhomomorphismus auf eine
symmetrische Abbildung

Sei X: Sy — R\ 0 Gruppenhomomorphismus. Dann gilt entweder
X() =1V (e S (16.60)
oder
X(Q)=sgn(()=(=1)" (=77 (16.61)

wobei 7; die Transposition fiir alle j bezeichnet.

16.9.12 Definition der (Anti)-Symmetrie fiir den Raum der K-linearen Abbildungen

1. t heiBt genau dann symmetrisch, wenn fir alle ¢ € Sy, gilt, dass ((t) = t. Wir schreiben
dann:

SMV* = {t € @"V*|t symmetrisch } (16.62)

2. t heift genau dann antisymmetrisch, wenn fir alle { € Sy gilt, dass ((t) = sgn(¢(t)).
Wir schreiben dann:

A*V* = {t € @*V*|t antisymmetrisch } (16.63)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.12.1 Bemerkung iiber die Vektorraum- bzw Unterraumeigenschaften ®*V* ist
R-Vektorraum mit Unterrdumen S*V* und AFV*.

16.9.12.2 Beispiele...

1. ... fiir Symmetrie:
KF x KF = K, (2,y) — s(z,y) = 2'y (16.64)
2. ... fur Trilinearitdt und Antisymmetrie:
R? x R* x R® = R, (2,9, 2) + s(z,yrz) = (v, yrz) (16.65)
3. ... fiir n-Linearitdt und Antisymmetrie:
KF x - x KF 5 K, (2,9, 2)(v1, . .., vn) — det((vr, ..., v0)) (16.66)
n—mal

16.9.13 Definition des Alternators
Die Abbildung

Alth = Alt: @FV* = @FV* (16.67)
1
t Alt(t) = — > sgn(C)¢(t) (16.68)
kS

heifit Antisymmetrationsoperator oder Alternator.

16.9.14 Lemma iiber die Eigenschaften des Alternators
1. Es gilt fiir alle t € @*V*:

Alt(t) € APV Cc @FV* (16.69)

2. Weiterhin gilt:

Alt o Alt = Alt (16.70)

Beweis

1. Seien j € Si,t € @*V*. Es ist zu zeigen, dass dann folgt:

w(Alt(t)) = sgn(p)Alt(t) (16.71)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

da | S| = k! gilt folgt mit sgn(u) € {—1,1}:

H(ATL(2)) =u(,§, > sgn<<><<t>) (16.72)
© CESK
— LS sen(Ou(ct) (16.73)
k! A
=sen(u) 77 3 san(p)sen(Q)C(1) (16.74)
T (ESk
—san(u) ;3 selpo o (1) (16.75)
T (ESk d
=sn(p) 77 3 san(r)(r) (1) = s ()ALt (1) (16.76)
T CESK
2. analog.

/\
16.9.14.1 Beispiel eines Alternators Sei ¢ ® ¢ € @*V* mit ¢, € Vx = @'V*. Dann
gilt:

Ali(p @) = 5 3 sen(Qu(Clp @ ¥) = 5(p@Y—v@Yp)  (16T7)
* (ESy

16.9.15 Definition des Dachproduktes
Seien a € ®*V*, 3 € ®'V*, dann heiit

(k +1)!
!

Alt(a®@ ) =:tAs (16.78)

das Dachprodukt von o mit 3.
Problem Was ist o Ay A x? Gilt (¢ A) A x oder p A (¥ A x)?

16.9.16 Lemma iiber die Eigenschaften des Dachproduktes
Seien o € @FV*, € ®@'V*, v € @"V*. Dann gelten:

1. a A B =Alt(a) = a A AlL(8) = Alt(a) A Alt(5)

2. "A” ist R-bilinear.

3. BAa= (-1 aAnpB

4. (aNB)Ay=aNn(BA7)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Beweis

L. anf=Alt(a) NS

Alt(Alt(a) ® ) = Alt ((kl' > sgn(o)o(a)) ® B)

ogES,

- (kj—l)' > sgn(p) (;‘ > sgn(o)pu(o(a) ® 5))

UESk+l ocESK

1 1
=k(<k+z> 2 Belopid e ))

HeSH sgn(poo”’) o’ (a®pB)
Wobei fiir o € Sy, gilt:
' o(j), furl<j<k
a'(j) =19 ) .
75 firk+1<7<k+1
Also folgt weiter aus obigen Term:

1 1 / /
:k(w 2, o fuorians )>

po' €Sy

;' (Alt(a ® B)) = ;‘k!(Alt(a ® B)) = Alt(a ® 5)
* oESk ’

aAf=aANAlt(8) = Alt(a) A Alt(S)

aAB=Alt(a) AB=d AB=ad NAl(B) = Alt(a) A Alt(5)

(16.79)

(16.80)

(16.81)

(16.82)

(16.83)

(16.84)

(16.85)

2. ®: RFV* x @'V* = @F1* ist K-linear und der Alternator ist K-1-linear. Daher ist

A ®k V* % ®lv>k N ®k+lv*
K-bilinear.

3. Es seien vy,...,vp € V. Dann gilt:

(Bea)(vi,...,ve) = Bor, .., v)a(vig, - - Vi)
- (O{ ® /6)(Ul+17 cooy Ul Uty e - ,Ul)
= (a ® 5) (U,uz,k(l)? s Uy Yoy - 7UHz,k(k+z))

wobei p € Sk eindeutig durch die Gleichung (16.89) definiert ist. Es gilt

sgn(u) = (—1)*
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Der Beweis der Behauptung bleibt dem geneigten Leser als Ubung iberlassen. Als Hin-
weis sei gesagt, dass der Beweis per Induktion erfolgen sollte.
Es gilt also:

5 R a= ul,k(a & ﬁ) (16.91)
und es folgt:
1
Alt(B ® ) N TE%;H sen(7)7(8 ® a) (16.92)
S S sen(ue) (e © 8)  (16.93)
(k+1)! it
sgn(Topy k) TOWL K
=sgn(u ) Alt(a @ B) (16.94)

4. Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung tiberlassen.

/\

16.9.17 Bemerkung iiber die mehrfache Ausfiihrung des Dachproduktes
Wir definieren fiir o1, ..., ¢, € @*V*

QLA N = (1 AN A1) A gy, (16.95)
und erhalten

1A App = klI(Alt(p1 @ - @ 1)) (16.96)
Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.
16.9.18 Korollar iiber eine Basis des Raumes der antisymmetrischen K-linearen

Abblidungen

Es sei {ey,...,en} eine Basis von V mit Dualbasis {e},..., e} }. Dann ist

{eTAN-Ner |l <iyp < -+ <ip <m} (16.97)

Basis von AFV*.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Beweis Das die Menge Erzeugendensystem ist ist klar, da (16.97) Basis von ®*V* und
Alt: ®F V* — A*V* surjektiv ist. Nun bleibt nur noch die lineare Unabhébigkeit zu zeigen.
Sei 1 <j; <--- < jr <m. Dann gilt

(e;fl Ao A efk)(ejl, o egk) = klAlt(ef, ® - ® efk)(ejl, ey €k) (16.98)
Z Sgn(O’)O'(@j1 XX €:k)(€j1, ey e]k) (1699)
€Sk

Da aber nur ¢ =Id sein kann, da sonst nicht mehr monoton steigend, folgt im obigen Term:

(e, ® - ®e; ) (€15 k) = it g1 i i (16.100)

R

Also folgt die lineare Unabhéngigkeit.

16.9.19 Korollar iiber Dimensionen des Raumes der antisymmetrischen K-linearen
Abblidungen und der Grassmann-Algebra

Es sei dim(V') = m. Dann folgt aus k > m
APV = {0} (16.101)

und aus 0 < k& < m folgt:

dim(A*V*)

(Z‘) (16.102)

und die Grassmann-Algebra:
AV = P AV (16.103)
k=0
hat Dimension 2™.

16.9.20 Definition des Pullbacks

Es seien U und V K—Vektorrdume, T: U — V K—linear, m € A*V* und k € N. Dann
bezeichnen wir den Pullback T mit:

T (m)(uy, ..., ug) =m(T(uy),...,T(ux)) (16.104)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.21 Lemma iiber die Eigenschaften des Pullbacks

Es seien U, V, T, k wie oben. Dann gelten:
1. T*: @ V* — @FV* ist K-linear.
2. T*(A*V*) C ARU* C @*U* mit A*V* C @FV*.
3. T*(aANB) =T () NT*(B)V a € A*V* VB € AlV*
4. Sei §: V — W eine weitere K-lineare Abbildung. dann gilt:

(SoT)*=T*08*: @ V* = 'V~ (16.105)
Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.

16.9.22 Definition und Proposition iiber die Determinante des Pullbacks

Es seien V' ein m-dimensinaler K-Vektorraum und 7': V' — V' linear. Dann existiert genau
ein Element det(7T) € K mit

T*(Q) =det(T)QQ, VQ € ATV* (16.106)
Beweisidee Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen, als Idee betrach-
te man, dass A™Vx eindimensional ist und daher {2} eine Basis fur A™V* ist. Wenn E

eindimensionaler K—Vektorraum ist und L: E — E K—linear ist, dann ist L(e) = Ae fur
alle e € E/ und ein festes k € K. Dann ist

T°: A"V* — A"V

durch Multiplikation mit einem festen A € K gegeben. Wir nennen A =: det(7).

16.9.23 Lemma iiber die Eigenschaften der Determinante

Es seien V' ein m-dimensinaler K-Vektorraum und 7', S: V — V linear. Dann gelten:
1. det(S oT) = det(S) det(T)
2. T ist genau dann invertierbar, wenn det(7") # 0.
3. Wenn V =K" und 7' = F fir ein A € GL(m,K), dann gilt det(7") = det(F4)

Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.24 Definition der Volumenform

1. Es sei V ein m-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Volumenform auf V ist ein €

A™V\ {0}

2. Wenn K = R, dann nennen wir eine Volumenform auch eine Orientierungsform.

16.9.24.1 Beispiel fiir eine Orientierungsform Seien K =R, m = 2, 3.

m = 2:

V =R2% Q = e} A e} wobei e; der i-te Einheitsvektor und {e;, e;} die kanonische Basis des
R? ist. Dann gilt

(e Aez)(er, e0) =1 (16.107)
und allgemein:
(e A e3)(er, e2) = Voloy (16.108)
m =3
V = R? Voly (P(v1,v2,v3)) = Q(v1, 2, v3) (16.109)
Q:=e] NesAe; (16.110)

16.9.25 Definitonen iiber Orientierungen und Orientierungsformen

Sei V' ein m-dimensionaler R-Vektorraum.
1. Zwei Orientierungsformen ', Q" auf V heilen dquivalent genau dann, wenn
AN € R® und A > 0 mit Q" = \Q/ (16.111)
wir schreiben dann €' ~ Q" oder [©] = [©?].
2. Eine Orientierung von V ist eine Aquivalenzklasse von Orientierungsformen auf V.

3. Ein orientierter R-Vektorraum ist ein Paar (V,[€2]), wobei V' wie oben und [Q] eine
Orientierung.

4. Eine angeordnete Basis B = {vy, ..., v, } eines orientierten Vektorraumes (V, [€2]) heift
positiv (beziehungsweise negativ) orientiert ist genau dann, wenn

Qvr, ... o) S0 (16.112)

Bemerkung 4. ist wohldefiniert.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.9.26 Lemma iiber die Orientierungen eines reellen Vektorraums
Sei V' ein m-dimensionaler R-Vektorraum, dann gelten:
1. V hat genau zwei Orientierungen.

2. Die Wahl einer angeordneten Basis von V' definiert eine eindeutige Orientierung [€2]
von V' beziiglich der die Basis positiv orientiert ist.

Der Beweis ist dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.

16.9.27 Definition von volumenerhaltenden bzw orientierungserhaltenden Pullbacks

Es seien V, W endlichdimensionale K-Vektorraume und 7': V' — W K-lienar, sowie 2y, Qu
Volumenformen auf V' beziehungsweise W'.

1. T heifit genau dann volumenerhaltend, wenn Ty, = Q.
2. Wenn K = R und 7" Isomorphismus, dann heifit 7" genau dann orientierungserhaltend,

wenn [T*Quy | = [Qy]

16.9.27.1 Beispiele zu volumenerhaltend und orientierungserhaltend Seien V =W =
R? (oder R™) und Q = €} A € mit zugehoriger Orientierung [Q2] = [e} A e5]. Weiter seien
Ae M2,R)und T,: V — W =V, z — Azx. Dann gilt T4 genau dann vektorraumisomorph,
wenn die Determinante von 7" ungleich 0 ist.

Erste Hilfsbehauptung

TiQ = Q & det(A) = 1 (16.113)
(ThQ)(e1,e2) =a € R (16.114)

Beweis der ersten Hilfsbehauptung:

T30 = aQ,a = det(Ty) = det(A) (16.115)
(T2 (e1, e2) = (el Ned)(er,ea) = af(e] Nes)(er,er)} = a (16.116)
/\

Zweite Hilfsbehauptung 77%[Q] == [T%9Q)] fiir T4 isomorph. Dann gilt:
[T:Q] =Q < det(A) >0 (16.117)

Der Beweis der zweiten Hilfsbehauptung ist dem geneigten Leser als Ubung tiberlassen.

Es bleibt festzustellen, dass SL(m,R) die volumenerhaltenden linearen Isomorphismen
von R™ sind und, dass GL*(m,R) die orientierungserhaltenden linearen Isomorphismen von
R™ sind.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.10 Differentialformen auf offenen Mengen in R™

Wiederholung

1. Seien U C R™"acU, f: U — R differenzierbar (glatt) fiir v € R™ haben wir:

offen

(16.118)

Die lineare Abbildung R — R" v — (Df)(a)(v) ist die bestapproximierende lineare
Abbildung (zu f in a), dass heifit, fiir alle v € R™ gilt:

fla+v) = f(a) + (Df)(a)(v) + O([[v]l) (16.119)
wobei O(]|v||o) der Fehler der Abschétzung ist.

2. Seien M C R™ Untermannigfaltigkeit (zum Beispiel M = U) und a € M, dann ist:
R™" D T,M ={veR" Fa:]—c¢c[— Mdiff'bar und a(0) = a,a'(0) = v} (16.120)

seinun f: M — R differenzierbar (das heift 3f: R”™ — R differenzierbar mit f|; = f).
Wir haben

T,f: T,M — TyR =R (16.121)

und
(T.1)w) = Flof o aft) = (D)(a)(v) (16.122)

16.10.1 Beobachtung

Sei M = U offen in R™,a € U = T,U = R™. Fir v € R™, a(t) = a + tv, mit Eigenschaften
a(0) = a,a’(0) = v, ist a jedoch im Allgemeinen keine Tangentialkurve.

16.10.2 Definition von Differentialformen beziehungsweise k-Formen.

Sei U offen in R™ und k € N. Eine Differentialform der Ordung k (oder kurz: k-Form) auf
U ist eine Abbildung

w: M —|Je UNTIM (16.123)

mit w(a) € A*T:U, wobei T:U = (T,U)*. Wir nennen Funktionen auf U auch O-Formen
auf U.
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.10.3 Betrachtung iiber die kanonische und Dualbasis des Tangentialvektorraums

Der Vektorraum 7,U hat kanonische Basis {ey, ..., e, } die wir

9
8SU]' ’

schreiben. Wir schreiben (dx;)(a) = (dz;), fir die Dualbasis von T U, dass heift

(dxi)a (ai]

0

..,aa:m

} (16.124)

-----

und in a gilt:

wla)= Y S (@)(dry)a A A (d,), (16.126)
1<iy <-<ip<m
= Y faea(@)(drg A Adag) (16.127)

1<ii << <m

Wir nennen w genau dann differenzierbar, wenn alle Koeffizientenfunktionen differenzierbar
sind.

16.10.3.1 Beispiel fiir ein differenzierbares Element des Tangentialraumes

w = cos(xe)x1dr) + ™" dxy (16.128)

16.10.4 Anwendung der multilinearen Algebra in der Analysis

M3 p,T,M =V,M CR" (16.129)
TpM ={veR": Jv=+'(0):v:]—¢,c[— M,~0) =p} (16.130)
16.10.5 AuBere Ableitung
> frdx; (16.131)
1
mit dr; = dz;,, . ..,dx;, n-Form.

16.10.5.1 Speazialfall der 0-Formen Sei U offen in R™. Eine Funktion f: U — R mit
f:p— f(p) € Rund

TpU D—]>‘ Tf(p) (R) ~R (16.132)

heifit 0-Form
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.10.5.2 Erinnerung iiber die multilineare Algebra Es sind:
e I Vektorraum.
e A¥V* die linearen Abbildungen von V nach K.
o A'V*=V*und A°V* =R

16.10.5.3 Anwendung bei Untermannigfaltigkeiten Sei M C R" Untermannigfaltigkeit
und p € M, dann sind

V=T,M={veR": Jvo=+(0):v:]—c,c[— M,v(0) =p} (16.133)

16.10.5.3.1 Spezialfall fiir offene Untermannigfaltigkeiten Wenn M C R” offen ist,
dann gilt fiir alle p € M, dass T,M = R" ist.

16.10.6 Definition der Richtungsableitung

Sei f: M — R differenzierbar und v [ T,M. Die Richtungsableitung (Df)(v), wird folgen-
dermaflen definiert:
Es gilt ¢ = (Df)(v), genau dann, wenn fir jede differenzierbare Kurve v: | — d, d[ mit

7'(0) = v,7(0) = p gilt:

¢ i 20 =) _ jtfog (16.134)

t—0 t

In lokalen Koordinaten schreiben wir:

(Df): (v1,...,0m) = z”: gf'vhv = (v1,...,0p) (16.135)

=1 g

Wir haben fiir festes f und p eine lineare Abbildung v — (D f)(v), von T,M nach R, also
ein Element in (7,M)* = TyM. Das heiflt, wir erhalten fiir festes f

p s (df), € TEM (16.136)

Eine k-Form ist eine Vorschrift, die jedem p € M ein Element in AkT;‘M zuordnet. Also ist
(Df) wie oben eine 1-Form.

16.10.7 Satz iiber die Basis und die duale Basis des Tangentialraumes in lokalen
Koordianten

Seien M C R" und x4, ..., x, Koordinaten. Dadurch erhalten wir eine Basis von 7, M:
T,M = {e1,...,en)r (16.137)
wobei
er = 7, (0) mit v.(¢) = p + ¢(0, ..., 0, If, 0,...,0) (16.138)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Die Koordinaten z; sind insbesondere differenzierbare Funktionen:

; 0, fallsi#j
%: =, asz.#j. (16.139)
Ox; 1, fallsi=j
Also ist dxq, ..., dx, die duale Basis zur Basis e, ..., e,. Fir eine differenzierbare Funktion
[ gilt:
(df)p(v1, - v0) = (Df)p(v) = D 550 (16.140)

/UZ
o O

Das heifit, in der durch das Koordinatensystem induzierten Basis ist die lineare Abbildung
(df), gegeben durch:

farar\ _&(or),
(df)p_(axl,...,amn) —Z(axi)d:ﬁl (16.141)

i=1

16.10.8 Definition von Differentialformen (k-Formen)

Jedem p wird ein Element in AkT;M zugeordnet, das heiflt, wenn z; ...z, = dx{,...,dz,
Basis von Ty M, dann lédsst sich eine k-Form schreiben als:

w= > fidx; (16.142)
\T|=k
mit
I = (il,...,ik),d$[:dxi1/\"'/\dl’ik (16143)

16.10.9 Beispiel
Sei M C R? offen und k& = 2. Dann gilt:

w = Z f]dx] = f(LQ)dl’l A dxo + f(lyg)dxl A dzrs + f(gjg)d.fg A dzxs (16.144)

Bemerkung w heifit glatt beziehungsweise stetig, falls alle f; glatt beziehungsweise stetig
sind.

16.10.10 Definition der dualen Basis von w

Sei w = > fidxy, dann ist

dw = Z(df}) VAN dl’[ (16145)
I
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

16.10.11 Beispiel

w =(r129 + 3)d2s (16.146)
=dw = d(xle -+ 1'3) A dx (16147)
af of af

= =—d —d ——d Ad 16.148
(81'1 T, + axQ To + (91’3 SB3) i) ( )
=(wodxy + w1dxe + dx3) N dXo (16.149)
=xodxy N dxoy + 11dTo9 A dTo + d2x3 A dy (16.150)
:xzdl'l VAN dl’z A dill'g (16151)

weil A alternierend folgt dxo A dxe = 0,dxs N\ dre = —drs A drs

16.10.12 Ausblick auf den Satz von Stokes

Fir eine Untermannigfaltigkeit M, ihrem Rand OM und w k-Form soll gelten:

Jw= - / F(t)dt = f(a) = f0)" = [ ww=1 (16.152)
oM M a oM
16.10.13 Definition des Raumes der Differentialformen
Sei M C R”™ offen. Dann ist
QF M ={wist glatte k-Form } (16.153)
={w =Y frdz;, fr € C*(M)} (16.154)

=k

der Raum der Differentialformen tiber M.

16.10.14 Satz iiber die Eigenschaften von der Dualabbildung
1. d ist linear mit d: QF(M) — QFF1(M)
2. Fiir w € Q¥(M),n € QY(M) gilt:
dw An) = (dw) A+ (—=1)Fw A (dn) (16.155)

Spezialfall £ =0 Im Fall £ = 0 sind w, n Funktionen und es gilt:
d(wn) = (dw)n + w(dn) (16.156)
3. Yw € QF(M): d(dw) =0
4. Fiur F: M — N differenzierbar und M, N C R" offen gilt:
w € QF(N): d(F*w) = F*(dw) (16.157)
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Beweis Seien
W = fodm,?? = Zng$J
I J

Wegen der Linearitat konnen wir 0.B.d.A.

w = frdxr,n = gsdz,
setzten. Setze f: fr,g9: g5

1. Bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.

2. Es gilt:
w= fdxy N---Ndx;,,n = gdx; N--- Ndzj,
"0
édwzzafdxh/\dxil/\n-/\dxik
h=1 YTh
"0
dn=">" a%dxh A gdzj N--- Ndxy,
h=1 Y*h
Fall 1:
{iv, .. yixt N {J1, ..., 71} # 0 das heifit
dg: dr;s: i, = js=q¢q
Also gilt:

wAnN=drgNdryN---=0
Analog gilt:

dwANn=wANdnp=0

Also folgt:
Al A ) = 0 = (dw) A+ (~ 1) A (d)
Fall 2:
{it, . ig {1,y =10
Wir setzen:

S={1,....n}\ {ij,-- . it U{j1,.. ., 51})
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Dann gilt:

d(w An) =d(fgdx; A dxy)
0(f9)

8.Th

h/\d:ﬁj/\d$J
heS

weil dep, Adey ANdxy =0V h ¢ S. Also

dwAn) => aafdmh Ndzxy A (gdzy)
hes 9Th

Jdg
Z fdl’[ N deh VAN dl’J
hesS

Insgesamt also:
(dw) A+ (=1)"w A (dn)

= Z( aafdﬂfh/\—i‘dil?[—i—( )kfaagdiﬁ[/\d.fh)/\dlj
hes  9Th Th

_Z( axh f)d:th/\dl‘[/\dl"]

heS

weil dx; eine k-Form ist und dz;, eine 1-Form ist und deshalb dxj, Adz; =

dzy, gilt. Weiter gilt:

-y

heS

axh dxh/\dmf/\de =d(wAn)

. Es gilt:
dw=> ——dz; \Nd
w ;8:@ x Ty

ZZ _1n8x (gf)dxj/\dxl/\dxl
i €

Nach dem Satz von Schwarz gilt:

o (of\ o &f
837]' 8:1;1 N 89@3:171 N 8:518:1:]

Anderseits gilt dz; A dx; = —dz; A dz;. Also:

0*f 0*f
O0x;0z; By, O N At O0x;0z,;

———dx; Ndx; =0
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Insbesondere gilt fiir ¢ = j:

Daraus folgt

5 (o Yt =
J

. Vorbereitend bendtigen wir erst folgendes Lemma:

Hilfslemma

Seien V' C R™ offen und W C Q*(v) Untervektorraum so, dass gilt:
a) f € WV C>®Funktion (= 0-Formen) f auf V, das heifit Q°(v) C W
b) Wenn w € W dann gilt dw € W.
¢) Wenn w,n € W dann gilt w An € W.

Dann gilt:

W =@akv)

k

Beweis des Lemmas:
Die Koordinatenfunktionen z; sind C*°-Funktionen.

g!ﬁi eWVi
Ny, e WY i

éLdl’il/\"'/\dl’ik EWVil,...,ik

(16.182)

(16.183)

(16.184)

Da f 0—Form ist und damit einem Skalar entspricht. Also folgt, dass fede Differenti-
alform w in W liegt, da W ein Untervektorraum ist, also w; € W = > w; € W

Nun setzen wir

W={we@PAV): dFw= Fdw}

k=0
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16 Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R™ und der Satz von Stokes

Ziel ist:
W =garV)
k=0
Erinnerung:

peEW = F(p) eV, TpU "B’ Tpy,v
das heifit, wenn f eine Funktion ist, dann gilt:

(F'x [)(p) = f(F(p)) = (f o F)(p)

Wenn wl-Form, dann gilt:

(DF),: T,U = TV
DF)5: T,V* — Ty U * duale Abbildung

p

(Frw)p = (DF)wr )

~—~

Fir eine C*-Funktion f: V — R haben wir:

Df: T,V =R =TyuR

(16.190)

(16.191)

(16.192)

(16.193)
(16.194)

(16.195)

(16.196)

das heifit, (Df), definiert eine Linearform auf 7,V namlich (df), € T,V*. Weiterhin

gilt:
d(F*f)=d(foF)

(16.197)

Fir p € Vist d(f o F), die durch D(f o F'),: T,V — R definierte Linearform auf 7,V

Mit der Kettenregel folgt dann:

D(foF),=(Df)rp)o (DF),

Weil
(F*W)p = (D), W,
ist, gilt;
D(f o F)y(v) =(DF)r@) o (DF),
= D(f o F)p(v) =(DF)pe)((DF)y(v)) = (DF),(Df)r@)(v)
=(Fdf)(v)
Also:

d(F*f) = F*df

das heifit, W erfillt a).
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Um b) (we W = dw € W) zu zeigen folgern wir:
weW s dFw)=Fdw
F*(d(dw)) =0
weil ddw = 0 ist.
d(F*(dw)) = d(d(F*w)) da
weW = F(dw)=d(F'w) =0
und es folgt dd(F*w) = 0. Also gilt:
weW = F*(d(dw)) = 0 = d(F*dw)
= (F*d)(dw)(dw) = (dF™*)(dw)

Nun zeigen wir ¢) (w,n € W = wAn e W).
Annahme: w € Q*(V). Dann gilt:

F*(d(w Am)) =F*((dw) A+ (=1)F)w A dn
da F* linear —=F"*(dw A n) + F*(w A dn)(—1)*
multilin. Algebra —=(F*dw) A (F*n) + (F*w) A (F*w) A (F*dn)(—1)*
weil w,n € W —=(dF*w) A (F*n) + (F*w) A (dF*n)(—1)*
=d((F*W) A (F'n)) = dF*(w A n)
=wAnew

F*
F*

Also erfiillt W die geforderten Eigenschaften des Hilfslemmas und es gilt:
W =P (V) sowie
k=0

dF xw = Frdw VY w

16.10.15 Fazit

(16.216)

(16.217)

R

Fiir U C R" offen haben wir d: QF — QF*! definiert und diverse Eigenschaften gezeigt.
%

(/' C RH,
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16.10.16 Definition der Dualabbildung einer Differentialform

Seien w € QF(M), M C RY Untermannigfaltigkeit. Wir definieren dw € QF + 1(M) durch
lokale Koordinaten, das heifit, fiir p € M wahle offene Umgebung W von p in M mit
Diffeomorphismus ¢: W — U C R offen. Dann ist

dw| = d((p)"'w) (16.218)

16.10.17 Satz iiber die Wohldefiniertheit der Dualabbildung
In der Situation der Definition 16.10.16 ist d wohldefiniert.

Beweis Seien ¢o: W — U C R", ¢: W — V C R" Diffeomorphismen und w € Q*(W).

Zu zeigen:

P d(p™) (W) = ¥ (dyT) (W) (16.219)
Definiere F': ¢po (¢ 1): U — V.
Zwischeniiberlequng:
Aus der Kettenregel folgt fiir alle Abbildungen G, H:
D(GoH)=(DG)o (DH) (16.220)
= (GoH)"=H"oG" (16.221)
Also:
o d(e Hw =(F o) d((F~ o) Hw (16.222)
Da o= F~1to1.
=" (F ) dF* (¢ w (16.223)
Da (¢~ 1)*w € QF(V) mit V C R™ offen folgt:
=" (F Y F*d(yw (16.224)
=*(F o F71)*d(¢ ™ Mw (16.225)
=*d(ypHw (16.226)

R

16.10.18 Satz iiber die Eigenschaften der Dualabbildung auf Untermannigfaltikeiten

Seien M eine Untermannigfaltigkeit, w € QF(M),n € QY(M). Dann gilt:
1. ddw =0

2. Wenn N eine Untermannigfaltigkeit ist und F': N — MC*, dann gilt dF*w = F*dw.
3. dwAn) = (dw) A+ (=1)kw A dn

Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung tiberlassen mit den Hinweis, man moge
mit Karten rechnen.
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16.10.18.1 Beispiel fiir F* Seien U,V C R" offen, F': U — V Diffeomorphismus, w =
dxy A -+ ANdx,. Was ist F*w? Klar ist: es existiert eine Funktion A: F*w = hdxi A --- ANdx,,.
Weiterhin gilt

OF'
Frdr; =dF*z; = dF; = Z Ld (16.227)
= 895]
= Frw =(F"dx;) A--- N\ (F*dx,) (16.228)
8F1 " OF,
A 16.229
(Z 83:] ) (,;1 0xy, ) ( )
Aber es gilt:
dxy N+ Ndz;, =0 (16.230)
falls j # k: i; = iy weil dann dz;; A dx;, = 0. Also folgt
nur dann, wenn (i1, ...,17,) Permutation von (1,...,n) ist. Deshab gilt:
0F; OF,
F*w = . dToy N -+ AN dTg, (16.232)
c,;n Doy Do .
OF: OF,
=> L. dxy A - Ndxysgn(o) (16.233)
055 0oty Oo(n)
=det(Jac(F))dzy A -+ Ndzy, (16.234)

mit JaC(F)m- = gZ

16.10.19 Bemerkung zum Verhalten des Pullbacks unter Diffeomorphismen und
glatten Funktionen

Sei ¢: U — V Diffeomorphismus, U,V C R" offen und f glatt auf V. Es gilt:
w=dry N\ Ndz, = ¢p*'w = det(Jacy)w (16.235)
Dann gilt:
O (f(x))dxy ANdxy,) = (f o @)(x) det(Jacp)dzy A -+ A day, (16.236)

16.10.20 Definition der Integierbarkeit einer Differentialform

Sei U C R" offen, f: U — R Funktion und w = fdxy A--- Adx,. Dann heiflt w integrierbar,
falls f integrierbar nach Lebesgue ist und wir definieren das Integral als:

/w = /f (x1,...,xp)d(xy,...,x,) < Lebesgue-Integral (16.237)
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16.10.21 Definition von orientierungserhaltenden Dieffeomorphismen

Sei p: U — V Diffeomorphismus und U,V C R" offen, dann heifit ¢ genau dann orientie-
rungserhaltend, wenn die Determinatne der Jacobimatrix von ¢ grofler als Null fiir alle x
ist.

16.10.22 Satz

Sei p: U — V orientierungserhaltender Diffeomorphismus, U, V' C R” offen und w integrier-
bare n-Form. Dann gilt, dass ¢*w integrierbar ist mit

/go*w = /w (16.238)

Beweis Sei f: V — R so, dass w = fdxy A --- Adx,. Es gelten:

1. Integral von w:

/w—/f d(z1,. .., Tn) (16.239)

2. Transformationsformel:

/f(:c)d(:vl, R /(f o @) (x)|det(Jace)|d(z1, . . ., n) (16.240)

3. Orientierung des Pullbacks:
©'w = (fop)(x)det(Jacp)dzy A -+ Adxy, (16.241)

Und es folgt insgesamt:

/w_/f d(z1, ..., ):U/(fo<p)(:c)|det(Jacg0)]d(x1,...,:z;n) (16.242)

Da ¢ orientierungserhaltend ist folgt weiterhin:

_/ o p)(x)det(Jacp)d(zy, ..., z,) = /go*w (16.243)
U

Bemerkung Fiir orientierungumkehrende Diffeomorphismen ¢, das heifit, falls

det(Jac(p)) <0 (16.244)

Jw:—J@% (16.245)

gilt, so folgt:
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16.10.23 Lemma

Wenn A € GL,(R),ay,...,a, positiv orientierte Basis, dann ist A - a4, ... A - a, genau dann
positiv orientiert, wenn det A > 0. )
Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.

16.10.24 Definition

Eine orientierte Untermannigfaltigkeit M C R™ ist eine Untermannigfaltigkeit, sodass jeder
Tangentialraum 7, M mit p € M eine Orientierung besitzt, die stetig von p abhéngt.

Alternative Definition Wenn U C M offen und vy ...vg: U — R" stetige Abbildungen
mit v;(p) € T,M V p € U sind und v(p), ..., v4(p) bilden eine Basis von T,,MVp. Dann ist
entweder:

o (v1(p),...,va(p)) positiv orientierte Basis von T,M V p € U, oder

o (v1(p),...,va(p)) negativ orientierte Basis von T,M Vp € U.

Bemerkung iiber Orentierungsformen FEine d-Form ohne Nullstellen w auf M (auch gen-
nant Orientierungsform) definiert eine Orientierung auf M. Das heifit, fir ein p € M
und eine Basis (vq,...,vq) gilt, dass (vy,...,v4) genau dann positiv orientiert ist, wenn
w(vy,...,vg) > 0 ist.

Bemerkung iiber Orientierungslosigkeit Es gibt Untermannigfaltigkeitenm fiir die keine
Orientierung existiert, dass heifit sie sind nicht orientierbar.
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16.10.25 Definition des Lebesgue-Integrals fiir Untermannigfaltigkeiten

Seien M eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit dim(M) = d, U C M offen, p: U — V
orientierungserhaltender Diffeomorphismus, V' C R¢ offen und w € Q%(U). Dann gilt, dass
w genau dann auf U integrierbar ist, wenn (o~ !)*w auf V integrierbar mit

/w _ /(4,0_1)*w (16.246)
U 1%
ist.

Bemerkung und Notation Die Standardorientierung auf R™ und gleichzeitig eine offene
Menge in R” sind durch dx; A - - - A dx,, gegeben, da die Standardbasis positiv orientiert ist.

16.10.26 Lemma iiber die Wohldefiniertheit des Integrals
Jy w ist wohldefiniert, das heifit unabhéngig von der Wahl von ¢ und V.

Beweis Fiir U 5V, U %V und U 225 ¥ folgt:
/(@fl)*w = /(90 0@ ) ()W) (16.247)
1%

(¢ Hw (16.248)

16.10.27 Alligemeine Situation

Wenn M orientierte Untermannigfaltigkeit und w € Q4(M) sind, wollen wir [;,w definieren
und betrachten fiir eine Indexmenge I und einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus

@:

offen

w=>» w: 3dU; C M (16.249)
i€l
it Ui =V, CR*: {x € M: wi(z) #0} CU; (16.250)

Dann gilt:

/w:: /w,:z (oY) w; (16.251)
M U,

16.10.28 Notationen/Definitionen zu kompakten Tragern

Sei supp(f) der Trager von f. Wir sagen, dass f einen kompakten Tranger hat, wenn supp(f)
kompakt ist. Ausserdem definieren wir:

C.(U) ={f: U — R, stetig mit kompakten Trégers } (16.252)
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Beispiel, warum Beschranktheit nicht geniigt Seien U = [0, 1] beschriankt und f(z) = .
Dann ist f ¢ C.(U) also ist supp(f) = U nicht kompkakt.

16.11 Teilung der Eins / partition of unity
16.11.1 Definition der Teilung der Eins

Seien M eine Untermannigfaltigkeit und (U;);er eine offene Ubereckung von M. Dann ist
eine stetige beziehungsweise glatte Teilung der 1 eine Familie von stetigen beziehungsweise
glatten Funktionen (p;)ics, @;: M — R mit:

L. supp(p1) C U
2. pi(x) >0V e M

3. Yierpilr) =1V e M

16.11.2 Definition von lokal-endlichen Uberdeckungen

Sei M eine Untermannigfaltigkeit, dann heiBt eine offene Uberdeckung (Us)ier heiBt lokal-
endlich, falls fir alle p € M gilt:
Es existiert eine offene Umgebung W mit p € W C M mit:

{iel:WnU; 0} (16.253)

ist endlich.

16.11.2.1 Beispiele Sei M = R.

1. Sei weiterhin (Up)rer eine offene Uberdeckung mit Uy, = {z: > k}. Dann sind die
offenen Uberdeckungen nicht lokal-endlich, da Vx € R gilt, dass x € Uy mit unendlich
vielen £’s.

2. Sei weiterhin (Uy)ker eine offene Uberdeckung mit U, = {z: k +2 > z > k}. Dann
sind die offenen Uberdeckungen lokal-endlich, da Vz € R gilt, dass x in zwei Uy’s ist.

16.11.3 Satz iiber die lokal-endliche Verfeinerung von offenen Uberdeckungen

Seien M eine Untermannigfaltigkeit und (Uj; )y eine offene Ubgrdeckung. Dann existiert eine
lokal-endliche Verfeinerung, das heift es existiert eine offene Uberdeckung (V});ecs mit:

1. (V;)jes ist lokal-endlich

2. VjeJ3diel:V;CU;

Der Beweis bleibt dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen.
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Notation Ein M wie in 16.11.3 nennen wir parakompakt.

Folgerung Fiir jede Untermannigfaltigkeit existiert eine Familie von offenen Mengen (U;);er
mit U; C M, V; C R? offen und ein Diffeomorphismus ¢;: U; — V; so, dass:

UUi=M (16.254)
iel
Und:
Vpe MIw(p): {iel: WNU; #0) (16.255)

ist endlich.

16.11.4 Definition einer guten Teilung der Eins

Sei X C R" eine Untermannigfaltigkeit. Kine gute Teilung der Fins ist eine Familie von
glatten Funktionen ¢;: X — R so, dass es in X offene Mengen U; und Diffeomorphismen
Wi U — Vi C R offen mit:

L. o(x) > O0Vz
2. Yicrpilz) =1z

3. Der Trager

supp(p;) = {z € X: p;(x) > 0} (16.256)
ist kompakt und supp(y;) C U;.
4. (Uj)ier ist eine lokal-endliche Uberdeckung.

1. Schritt: Jede offene Uberdeckung besitzt eine lokal-endliche Verfeinerung, ist also para-
kompakt.

Beweis Siche Literatur.

16.11.5 Satz iiber die Existenz von guten Teilungen der Eins

Jede Untermannigfaltigkeit besitzt eine gute Teilung der Eins.

16.11.5.1 Folgerung Jede orientierte Untermannigfaltigkeit X besitzt eine Orientierungs-
form.

Beweisidee (Folgerung) Lokal ist die Existenz klar: Sei p € X mit p € U = V C R%

Wiahle Orientierungsform w als ¢ * dxy A --- A dzy je nachdem ob ¢ orientierunserhaltend
oder -umkehrend ist.
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Philosophie Die Teilung der Eins erlaubt uns aus lokalen Konstruktionen globale Kon-
struktionen zu folgern. Wéhle eine gute Teilung der Eins, Orientierungsformen w; auf Us.
Definiere:

79 fUz
wi=Y i mit @ = {w o (16.257)

0, auBerhalb von Uj;

16.11.6 Lemma iiber die Glattheit der trivialen Fortsetung

Seien X Untermannigfaltigkeit U C X offen, f glatt mit kompaktem Triager in U also
f € C.(u). Dann gilt, dass die triviale Fortsetzung

~ r), VexelU

f(z) = {g( ) VieX\U (16.258)
glatt auf X ist.
Beweis Wenn x € U, dann gilt:

fl, = f], = Fist glatt in o (16.259)

Ist zo ¢ U, dann gilt f(xo). Weil jedoch f einen kompakten Tréager in U hat, ist:

{reX: f(x)#0}={zeU: f(z) #0} (16.260)

kompakt und insbesondere abgeschlossen in X. Also kénnen wir eine offene Menge, ndmlich

W=X\{zreX: f(x) #0} (16.261)

finden. Dann ist fir zo € W f konstant Null auf W. Da konstante Funktionen glatt sind
folgt die Aussage, auerdem kénnen wir f € C2°(X) schreiben.

/\
16.11.7 Lemma iiber die Glattheit einer speziellen e-Funktion
Die durch
1
TeZ fall
hz)=1{° " alls >0 (16.262)
0, fallsx < 0

definierte Funktion ist glatt auf R.
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Beweis Man zeige durch Induktion:

Vn € N3 rationale Fktn. R,,: h™(z) = R, (z)h(z)¥Yz > 0 (16.263)

(Bn(2)h(2))" = R, (2)h(z) + Rn(2)h' () = Rnh(x) + Ry (2) (2) h(z) = h(z) (R% * Rn;)

3
(16.264)
Ebenfalls durch Induktion mit I’Hopital:
A S
Vn € Nlim —e 2 =0 (16.265)
z—0 M
Daraus folgt:
; (n) —
}:12% R (x) =0V n (16.266)
Also gilt fiir alle n, dass h{n)(z) in 0 differenzierbar mit
h(m) — R
B (0) = Tim 1) O _ (16.267)
z—0 €T
ist. Also ist h in 0 unendlich oft differenzierbar.
/\

16.11.8 Eindimensionales Konstruktionslemma

Sei h wie in 16.11.7. Wir definieren g(x) := h(x + 1)h(1 — x). Dann gilt, dass g glatt und
g(x) > 0 fur alle z ist und:

{z:g(x) >0} =] —1,1] (16.268)
Beweis Fir x < —1 gilt:
r+1<0=h(zr+1)=0=g(x)=0 (16.269)
Fir —1 <z < 1 gilt:
r+1>0z<l=1—-2>0=h(z+1)A(l—2)>0=g(x) >0 (16.270)
Fir 1 < zx gilt:
l-2<0=(1-2)=0=g(x)=0 (16.271)
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16.11.9 Mehrdimensionales Konstruktionslemma

Sei p € R™ r > 0. Dann existiert ein xy € C*°(R"™) mit y(z) > 0 fir alle x und:

{z: x(z) >0} ={x: ||z —p|| <1} (16.272)

Beweis Setze:

x(z) =g ((M)Q) (16.273)

Dann gilt:
_ _ 2
Hx—pH<7"(:>”pr”<1<:)g(<||x7,p”>)>O (16.274)
/\
16.11.10 Lemma iiber die Eigenschaften der mehrdimensionalen Kosntruktion
Seien U C R™ offen und p € U. Dann existiert ein xy € C2°(U)*:
1. x(z) >0Vzx
2. x(p) >0
Beweis
/\

16.11.11 Beweis des Satzes 16.11.5 iiber die gute Teilung der Eins

Da X Untermannigfaltigkeit ist, folgt, dass eine offene Uberdeckung durch U; Y RV
existiert. Durch Argumente aus der Literatur folgt, dass es eine lokal-endliche Verfeinerung
gibt, das heifit 0.B.d.A.:

Vpe XaAW;: {icl: WNU, #0} (16.275)

ist endlich. Fiir jeden Index ¢ und jeden Punkt p € U; wahlen wir eine Funktion Y, ; folgen-
dermaflen:
Nach Lemma 16.11.10 gilt:

3% € C2(V;) mit (16.276)
Xpi(Xi(p)) > 0,Xp,; = O iiberall (16.277)

'Das heiit {z € U: x(z) # 0} ist kompakt.
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Xp,i € C>(x) ist die triviale Fortsetzung von x,; o ¢, dass heift:

Xp,i(¥i(x)), fallsxz e U;
A 16.278
Xp, (x) {07 faHS x € X \ Ul ( )

Nach Lemma 16.11.6 ist x,; glatt auf z. Bei der Wahl der offenen Uberdeckung U; kénnen
wir verlangen, dass U kompakt fiir alle i ist.

Also:0.B.d.A. gilt: U; kompakt.

Wir definieren p; als den Abstand zum Rand von U;. Genauer (mithilfe der euklidischen
Norm):

pi(z) = emﬁigUHx—yH (16.279)
Yy 2 i
N pi(x), fallsxeU
pi(x) = {O const (16.280)

Es gilt, dass p; stetig auf X und {z: p;(x) > 0} = U; ist. Da (U;); lokal-endlich ist, gilt fur
alle z:

{i: p; > 0} (16.281)
ist endlich und:
¢ ={zx €U pi(x) =max;p;(x)} (16.282)

Hilfsbehauptung Fir alle ¢ gilt: C; C U; und C; kompakt. Daraus folgt, dass x € C;, also
pi >0 also x € Uj;.

Beweis der Hilfsbehauptung Sei z, Folge aus C;. Da U; kompakt und C; C U; gilt
0.B.d.A.:

lim z,=2€U; C X (16.283)

k—4o00

also die Konvergenz von z,,. Also folgt fur x; € C; V n:

Vi, pi(wn) 2 pj(an) (16.284)
= Vj: pi(x) > pi(x) (16.285)

weil p;, pjstetig sind
=z e (16.286)

Also ist C; kompakt
/\
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Bemerkung Aus der Definition der C; folgt weiter fur alle x € X:

Ji: pi(z) =max pi(z) = Jirz e C; = X =G (16.287)
J i

Da alle C; kompakt sind gibt es endlich viele Punkte p;,, ..., p;, so, dass:

Ci C{xpiys #0}U -+~ Uy, # 0} (16.288)
Betrachte die Familie dieser x,, ;. Dann gilt:
L. Vo € X3 xp, .(z) #0 weil Ji: 2 €.
2. {Xp;, . # O} ist lokal-endlich, weil (U;); lokal-endlich ist.

16.11.11.1 Zwischenbilanz Sei 7,, = X, ;- Es existiert eine Familie (7,), von Funktio-
nen mit:

—_

- M € C°(X)

2. ny(z) >0Ve

3. Yz dm: nu(x) >0

4. Ym: AUV {n, #0} CU

5. Vo e X 3W: {m: W Nsupp(n,) # 0} ist endlich.

Definiere
a(z) = nm(z) (16.289)

« ist glatt wegen 1. und 5. und es gilt a(x) > 0 wegen 2. und 3. . Nun setzen wir (wohldefi-
niert, da a(z) > 0 ist):

om(T) = 77:(;:6)) (16.290)

Somit erfillt ¢, immer noch 1. - 5. und zusétzlich gilt:

> om(z) = 1Va (16.291)
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