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1 Warum Quantenalgorithmen?

1 Warum Quantenalgorithmen?

1. Notwendigkeit:
e Moores Gesetz (Integrationsdichte verdoppelt sich alle zwei Jahre)
e Rechner werden kleiner

e Bei atomaren Grofien gelten quantenmechanische Gesetze

2. Potential:
e Quantencomputer konnen klassische Rechner simulieren und eventuell mehr
e Effizient faktorisieren & Dlog berechnen
e Quadratischer Speed-up bei Datenbanksuche (O(v/N) statt O(N))
e Exponentieller Speed-up in relativen Modellen

e Quantenkryptographie/- kodierung

2 Klassische vs. Quanten-Berechnung

Klassisch: Bits / Boolesche Funktionen: F'2" — F2"
Turingmaschine, Boolesche Schaltkreise / Bits

EINGABE — Berechnung — AUSGABE

Quanten: Qubits / Reversible Funktionen, lineare Funktionen F2" — F2"
Quanten-Turingmschine, Quanten-Schaltkreise kein kopieren von Qubits moglich
Quantenparallelitit, Inteferenz / Messung liefert Qubits

Probleme bei Implementierung;:
e Dekohérenz, Skalierbarkeit

e Quantenfehlerkorrektur

2.1 Klassische probabilistische Systeme

Seien [x1],-- - , [z, Basiszustdnde. Warscheinlichkeits-Verteilung auf Basiszusténden:
prlr1] + pafwa] + - 4 palay] (2.1)
mit
O§pi§1,ipi:1 (2.2)

i=1



2 Klassische vs. Quanten-Berechnung

Zustandsiibergang:
T = pin[1] + -+ pinlTy] (2.3)

Bzw. allgemein:

pi[z1] + - A pulTn] =
pr(pulzi] + - Fpwlrn]) + - A pa(Paa[T1] o+ Dunlra])  (24)

= (pip11 + -+ -+ Pupa)) [T1] + -+ (Prpin + -+ -+ PaPan) [T0] (2.5)
Pl Pn
Pu1 ... Pin b1 M
Stochastische Matrix — | @ . =1 (2.6)
Pri - Pan) \Pn Pn

Ubung: Zeigen Sie, dass: S pi =, P gilt.

2.1.1 Beispiel: klassischer Miinzwurf

Zahi] — ;[Kop fl+ ;[Zahl] 2.7)

[Kopf] — ;[Kopf] + ;[Zahl] (2.8)

2.1.2 Warscheinlichkeitsbaum des Miinzwurfs

Zahl

N\

Zahl Kopf (2.9)

2.1.3 Weiteres Beispiel eines Warscheinlichkeitbaumes
I
}1/ \é
T2 )
1 2 1 2
3 3 3 3
T3 xh X3 xh

Warscheinlichkeit fiir Zustand 3 : % fiir Zustand 7 :

(2.10)

2
3



3 1-Qubit-System

Strategie: Maximiere die WS von giinstigen Basiszustdnden (=korrektes Ergebnis)

2.1.4 Geometrische Interpretation

(2] p1[T1] + paly)]

o P=1-p

o 0<pLpe <1

(1]

3 1-Qubit-System

3.1 Definition: Qubit
Ein Qubit ist ein Einheitsvektor im C2.

3.2 Exkurs/Notation fiir komplexe Vektorraume C”

|z) € C" & |z) = (21, -+ ,x,) "ket”-Notation (3.

(x| € C" & (x| = (7, -+ ,x;)"bra”’-Notation (3.

r € Cmit: x =a+1ib,a,b € R,i* = —1und 2* = a — ib (3
Norm: || z ||:= |z| = Vaz* fir z € C (3

Firz € C":|| z ||:= |z| = /(= Zx T (3.5)

Q)
a
sin(p) = —, cos(pu) = — (3.
bl o o
\(SJ\ = = (cos(u) +i-sin(p))|x| = e*|z| (3.
Insbesondere gilt: e*™ = 1 (3.
i | T |z), ly) orthogonal < (x|y) =0 (3.
a

3.3 Satz iiber orthonormale Basen im C"

Die Vektoren |z1),--- ,|x,)z € C" bilden eine orthonormale Basis des C™ falls:



3 1-Qubit-System

2 |lz)| =1 Vi=1,---.,n

3.3.1 Beispiel
1. Orthonormale Basis des C? ::

(1,0),(0,1) € C* bzw. (¢*,0), (0, &™)

2. Orthonormale Basen des C* ::

|0) = (1,0,0,0),|1) = (0,1,0,0), |x) = (0,0,1,0), |x) = (0,0,0,1)

1 1 1 1
~(1,2,2,4), 2(2,-1,4,-2), (2,4, —1,-2), = (4, -2, -2, 1
5(777)’5(7 > ) )75(77 Y )75(7 Y ’)

3.4 Definiton iiber den Zustand eines Qubits

Seien |0), [1) = (1,0), (0,1) eine orthonormale Basis des C2.

(3.12)

(3.13)
(3.14)

Der Zustand eines Qubits ist ein Einheitsvektor im C? der Form |q) = p|0) + a;|1) mit

o1 € C.
Ubung:  a|0) 4+ a1 [1)| =1 & |ao)? + > = 1

3.5 Definiton iiber den Zustand eines Quantensystems

Seien |0),--- ,|n) eine orthonormale Basis des C"(auch H,, fiir Hilbertraum). Dann ist
der Zustand eines Quantensystems: a;|x) + -+ . + ap|z,) mit Jag |2 + - + a2 =1

Messung: z; mit Warscheinlichkeit |c;|?

3.6 Bezeichnungen

Basisvektoren |z;) werden Basiszustdnde gennant.

a; heilen Amplituden.

Allgemeiner Zustand ist Superposition der Basiszustande (Uberlagerung).

e (x;) = a; heiBBt Wellenfunktion.

|z) = e™|y) < Zustinde |r) und |y) heiBen dquivalent.



4 Operationen auf 1-Qubit-Systemen

3.7 Vergleich Warscheinlichkeitsverteilung und Superposition

Warscheinlichkeitsverteilung: z; — pii[x1] + -+ 4+ pinfzn] Xy pi =1
Superposition: aq|z1) + -+ . + aylz,) S | = 1 d.h. a; WS-Verteilung.

Trotzdem fundamental verschieden! Amplituden kénnen sich gegenseitig ausloschen
und versterdrken (Inteferenz).

3.8 Quantenmiinzwurf

[Kopf) — \}§|K0p )+ \}iyzahw (3.15)
Zahl) — \}ilKop f) - \}§|Zahl> (3.16)

Strategie: Maximiere die QS von giinstigen Basiszustamnden (= korrektes Ergebis)

|Kopf)
1
73 Np

|Kopf) | Zahl)

A,

|K0pf |Zahl \Kopf ]Zahl

|Kopf) hat Amplitude 1, |Zahl) Amplitude 0.

4 Operationen auf 1-Qubit-Systemen
Forderungen aus Quantenmechanik:

e Abbildungen miissen reversibel (umkehrbar) sein.
e Abbildungen miissen linear sein.

e Da Qubits Einheitsvektoren beschrieben, muss die Abbildung léngenerhaltend sein.




4 Operationen auf 1-Qubit-Systemen

4.1 Definition unitarer Abbildungen
Eine lineare Abbildung U : C" — C™ heifit unitér, falls V|x) € C™:
|Ul)| = [[)]. (4.1)

D.h. U ist langenerhaltend.
Eine Matrix U € C™*™ heifit unitar falls:

U =U"". (4.2)

4.2 Satz iiber unitdare Matrizen als unitare Abbildungen

Jede unitare Matrix U € C™*™ definiert eine unitdre Abbildung.

Beweis VA € C™™ |z),|y) € C™ gilt:

(2] Aly)) = ((A)T|2)) (4.3)
= |Ulz)| = J(U2)|U]2)) = J(U)TU2)|2)) = 1/ (z|z) = ||2)] (4.4)

4.2.1 Beispiel: Hadamar-Walsh-Matrix

Wy — ¢1§ G _11> (4.5)
Wy ist unitér:
Al )7l )=s62)-6Y) 49

Anmerkung: Wy beschreibt den Quantenmitimnzwurf (vgl. Abschnitt 3.8)

4.3 Entwicklung eines Qubits unter einer unitaren Abbldung U
(Operator U)

Sei [0) = (1,0) und [1) = (0,1),U = (4 §). Dann gilt:

05) )= () =2 o) w0 ) oo
(05) ()= (3) =) o) ommosemean s



4 Operationen auf 1-Qubit-Systemen

4.3.1 Beispiel: Quanten-NOT
Ziel: |0) = |1) und |1) = |0)

10
(1,0) — (0,1) = |0) — |1) (0,1) — (1,0) = [1) — |0)

M2:<0 1

M2 ist unitéir, denn MQ(MQ*)T = M2 . MQ = _[2.

4.3.2 Beispiel: Wurzel des NOT

1+ 1—2
0) oy + )
aEltifl+i . 1—i l—ifl—i . 14i
1 — | — 1
B (o ) + 1 (e )

(5 (5 ot

1+2i+34+1—2i+4°
= y 0) + 1) = 1)

Messen liefert |0) mit WS |%|2 = % % = 1212 = %
Analog:

Vi 1 —1 1=, itz
1) o)+ =) o)

Ubung /DM, ist unitér.

4.3.3 Beispiel: Hadamar-Walsh (2)

el )

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



5 Exkurs iiber Tensorprodukte

Ve 1
0) = ﬁ'OHEM
N 1,1 1
= ﬁ(ﬁm \/—| )) \/—(%m) - ﬁ|1>) (4.17)
= (5+ )0+ (5 - 5)m =10) (4.18)
4.3.4 Beispiel: Flip
F= (é _01> (4.19)
0) = [0) [1) = —|1) (4.20)
Allgemein:
Fy = (é e%) (4.21)
0) == [0)  [1) > €®|1) (4.22)

4.4 Definition iiber die Aquivalenz von zwei Zustinden

Zwei Zustinde |z),|y) € C" heiBen genau dann dquivalent, wenn |z) = ¢¥|y).

Flip transformiert |1) in einen dquivalenten Zustand. Messung von |1) mit gleicher WS.

5 Exkurs iiber Tensorprodukte

5.1 Definition des Tensorprodukts

Seien |z) = (x1, -+ ,x,) € C", |ly) = (y1,- -+ ,yn) € C™.Dann ist das Tensorprodukt von
|z) und |y) definiert als:

|l‘> ® |y> - (5131?/1, s T1Ymy T2Y1, X 2Ymy s T, 7Inaym) S crm (51)

5.1.1 Beispiele

0) = (1,0)11) = (0.1), [0} @ 1) =(0,1,0,0) (52
o) = S0 -Dl = S0, Dol =50L-1-) (63

dh. [z) @ [y) # |y) @ |z)

11



5 Exkurs iiber Tensorprodukte

5.2 Rechenregeln fiir das Tensorprodukt
5.2.1 Distributivitat

Vlz) € C% ly), |2) € C™ 2 2) @ (ly) +2)) = [2) @ |y) + |2} @ |2) (5:4)
Vlz),ly) € C*|z) e €™+ (|2) +[y)) ® |2) = |

5.2.2 Skalare Multiplikation

Vz) e C" Jy) e C™ce C: (cl2) @ |y) = c(|z) @ |y)) = [2) @ (cly) (5.6)

5.2.3 Skalarprodukt

Vlv), [z) € C% Jy), |2) € C™ - <) @ |y)[|z) @ [2)) = (v]z){ylz) (5.7)

5.2.4 Norm des Tensorprodukts
V|z) € C" Jy) € C" [z} @ [y)]* = [J2)]* - [|y) (5.8)

5.3 Lemma tliber die Orthonormalitat einer Basis aus dem
Tensorprodukt zweier orthonormaler Basen

Seinen |z1),-- -, |n), [Y1), -, |yn) orthonormale Basen des C" bzw. C™. Dann ist:
|I1> ® |y1>7 T |xn> ® |ym> eC™ (59)

eine orthonormale Basis des C™™.

Beweis Normalitét: Fiir |z;), |y;) gilt:
) @ ly)| = [lzo)] - [lypl =1-1 =1 (5.10)

Orthogonalitét: Fir |z;) ® |y;) und |zg) @ |y) mit (2, 7) # (k,[) gilt:

(|lzi) @ lyj)llzr) @ [yn) = (il z) (yslp) = 0 (5.11)

12



6 2-Quanten-Register

5.3.1 Beispiel
Tensor von |0), |1) liefert
1 1
0) = (1,0), 1) = (0,1 — (1, =1),]y) = —(1,1
0) = (1,0), 1) = (0,1) ) \/5( ): ly) \/5( )
1
0) ®10) = (1,0,0,0) ) @ o) =5(1, =1, -1,1)
1
0) ®[1) = (0,1,0,0) ) @ ly) =5(1,1,-1,-1)
1
1) ®10) = (0,0,1,0) [y) ® |2y =5(1,~1,1,~1)
1
1) ®[1) = (0,0,0,1) ) ® y) =5(1,1,1,1)
5.4 Notationen
Seien |z) ® |y) abkiirzend als |zy) bezeichnet. Insbesondere ist |0) ® [0) = [00),--- ,|1) ®

1) =[11)

6 2-Quanten-Register

6.1 Definition des Zustands eines 2-Qubit-Systems

Seien o; € C,i € {0,1,2,3}. Ein Zustand eines 2-Qubit-Systems ist ein Eiheitsvektor
der Form

|U> = Oéo|00> + @1|01> + O£2|10> + &3’11> e C" (61)
Es gilt:
lv) Einheitsvektor < |ag|® + |aq|* + |l + |as*+ = 1. (6.2)

D.h. die Amplitudenquadrate liefern eine WS-Verteilung.

6.2 Messung eines 2-Qubit-Systems:
Messung von |v) liefert:

e Basiszustand |00) mit WS |agl?.

e Basiszustand |01) mit WS |a;|?.

e Basiszustand |10) mit WS |az|?.

13



6 2-Quanten-Register

e Basiszustand |11) mit WS |az]|?.
Nach der Messung befindet sich das 2-Qubit-System im gemessen Basiszustand. (Kollaps

der Wellenfunktion, irreversibel)

6.3 Messung eines einzelnen Qubits eines 2-Qubit-Systems

Messung des 1. Qubits von |v) liefert:
e |0) mit WS |co|? + |y |?
o |1) mit WS |ca|? + |c3?
Nach der Messung befinden sich das System im Zustand
c0|00) + ¢1|01)

falls [0) im 1. Qubit gemessen wurde, (6.3)

[col? + e [?

10 11
i10) + csl1L) falls |1) im 1. Qubit gemessen wurde. (6.4)

|cal? + |es?

Man beachte:
00) + ¢1]01 1
i) + L, _ Jealo0)

Vicol* +leif? Vicol* +leil?

1
+c1|01)| = ——— - \/|]P + |c1|? =1 (6.5)
VlIcol? + e ?

D.h. der neue Zustand ist weder ein Einheitsvektor im C*.

6.4 Definition von separabel und verschrankt

Wir nennen den Zustand |z) € C* eines 2-Qubit-Systems separabel, falls |2) = |z) @ |y)
fir |z), |y) € C% Ein Zustand, der nicht separabel ist, heiit verschrinkt.

6.4.1 Beispiel eines separablen Zustands
1
|2) = §(|00> +101) + |10) + |11)) (6.6)

ist separabel. Gesucht: ag, aq, By, f1 € C mit:

|2) =(ao|0) + a1[1)) ® (Bo[0) + 51[1)) (6.7)
:a060|00) + 04051|01> + @150|10> + a151|11> (68)

14



6 2-Quanten-Register

aofy = 3

Gleichungssystem 0B = 5| gl fiir o — Bo=oa1=f1 = 2 (6.9)
a1flo = 3 ’ ’ V2 '
By = %

Sei |z) = (a|0) + a1]1)) ® (Bo|0) + B1|1)) ein separabler Zustand.
Frage: Wie grof§ ist die WS, |0) im 1. Qubit zu messen?

|Z> = OZ()B[)|OO> + OZ051|01> + 0[160|10> + 01151|1]_> (610)
Messung von |0) im 1. Qubit mit WS :

laoBol® + |ea Bi]? = |ao*(|1Bol” + B1]?) = |awo? (6.11)
~—— —

=1

Nach Messung von |0) befindet sich das 2-Qubit-System im Zustand

a050|00> + a051|01> a0|0> ® (50|0> + 61|1>) 0

- = 0 0 1)) (6.12

Vioof +loafaf* - fleol (AT ¢ A1) oy Rl A (612
T —

squivalent zu |0)
Analog:
e Mit WS |a;]?> Messung |1) im 1. Qubit. Nach Messung: |1) ® (|5]? + |51]?)
e Mit WS |5y|*> Messung |0) im 2. Qubit. Nach Messung: (|ag|? + |a1]?) ® |0)
e Mit WS |3;|*> Messung |1) im 2. Qubit. Nach Messung: (|ag|* + |a1]?) @ |1)

Man beachte: Bei separablen 2-Qubit-Systemen konnen die einzelnen Qubits unabhéngig
voneinander betrachtet werden.

6.4.2 Beispiel eines verschrankten Zustands

1

|2) = (|00) 4 |11)) (6.13)

S

2
Schreibe

[2) = (20]0) + 1)) @ (5o]0) + £r[1)) (6.14)
Oéoﬁozﬁ =ag#0AN By #0
06051:0 :>Oé():0\/60:0
04150:0 :>060:0\/ﬁ0:0
041512% = a1 #0A5 #0

= Gleichungssystem % nicht erfiillbar. (6.15)

15



6 2-Quanten-Register

6.4.2.1 Bezeichung (EPR-Paar) Ein 2-Qubit-System im Zustand [z) = 5(|00) +
|11)) wird als EPR-Paar (Einstein, Podolski, Rosen) bezeichnet.

Messung des 1. Qubits eines EPR-Paares liefert |0) mit WS %, nachher im Zustand

1

20— Joo (6.16)

V2
D.h. aber: Messung des 2. Qubtis liefert ebenfalls Null! (Qubits sind abhéngig)

6.5 Fakt
2-Qubit-Systeme entwickeln sich geméaf unitarer Abb. M € C*4,

6.5.1 Beispiel: CNOT

1000 100) > |00)

o100 101) s [01)
Mevor =149 ¢ 1 110) = [11) (6.17)

0010 1) > |01)

Controlled-NOT: Das 2. Bit wird genau dann invertiert, wenn das 1. (Kontroll-)Bit
gesetzt ist.
Man iiberpriife, dass Moyor - (Mgyor)! = I

6.6 Definition einer Pertmutationsmatrix

M € C"™™ heifit Permutationsmatrix genau dann wenn M in jeder Zeile und Spalte
genau eine Eins und sonst Nullen enthélt.

6.6.1 Beispiel

Mcoyor ist eine Permutationsmatrix.

Ubung Permutatonsmatrizen sind unitér.

6.7 Bezeichnung (lokal unitar)

Eine unitare Abbildung, die nur auf einem Teil der Qubits agiert, heifft lokal unitér. Sei
|2) = (co]00) 4 ¢1]01) + ¢2|10) + ¢3]11)) ein Qbit und A, B € C**? unitér.

co(A]0) ® B|0)) + ¢1(A]0) ® B|1)) + c2(A|1) ® B|0)) + c3(A|l) @ B|1)) (6.18)
heifit Anwendung von A auf das 1. Qubit und Anwendung von B auf das 2.Qubit.
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6 2-Quanten-Register

6.7.1 Speziallfdlle

B = I, liefert eine lokal unitire Abbildung auf dem 1. Qubit.
A = I, liefert eine lokal unitdre Abbildung auf dem 2. Qubit.

6.8 Definition des Tensor- bzw. Kronecker-Produkts von Matrizen

Seien
aiy ... Qim bll . bln
A=|: .. : |ec™ B= e Cv (6.19)
Am1 .- Amm bnl bnn
dann ist das Tensorprodukt von A und B definiert als:
ainlp .- almB
AR B = : e cmmxmn, (6.20)
amiB ... ammB
6.8.1 Beispiel
a1 a2 bi1 bio
A= ,B = 6.21
<G21 CL22> <b21 b22> ( )
a11b11  a11bia  aebin aiebio
a11b21  a11baa  ajobar  ajobas X
g Cmnxmn, 6.22
a21011  asibia  agebin  agbis ( )
a21ba1  a21b2a  agabar  agebao

6.9 Satz iiber die Beschreibung der Anwendungen von A und B als
Tensorprodukt von Matrizen

Seien A, B € C**? unitér. Ferner sei |z) € C** ein 2-Qubit-System. Die Anwendung
von A auf das 1. Qubit und B auf das 2. Qubit wird beschrieben durch A ® B|z).

Beweis Fiir |00), andere Basiszustédnde folgen analog:

A ® B|00) =a11b11]|00) + a11bo1|01) + ag1b11]10) + ag1ba|11) (6.23)
=a11{0) ® (b11(0) + b11[1)) + az1 ® (b11]0) + b21[1)) (6.24)
=(a11|0) + a21|1)) @ (b11|0) + bay|1)) (6.25)
—A|0) ® BJ0) (6.26)

Aus der linearitat von A ® B folgt: Gilt obige Identitét fiir alle Basiszustédnde, so gilt sie
auch fiir die Linearkombinationen von Basiszustdnden. Daraus folgt: Die Identitat gilt
fiir beliebiges |2) € C1*4
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6 2-Quanten-Register

&

Man beachte Lokal unitiare Abbildungen auf separablen Zustanden |z) = |z) ® |y)

lieferen stets einen separablen Zustand:

2) 457 Alz) © Bly)

D.h. lokal unitare Operatoren allein kénnen keine Verschrankung erzeugen.

6.9.1 Beispiel
Anwendung von W5 auf das 1. Qubit: Wy ® I
10 1 O
1 (1 1 10 1101 0 1
W2_\/§<1 —1)’[2_<0 1>W2®12_2 10 -1 0
01 0 -1

1 1
— 10)) = — 1
|00>H\/§(I00>+| 0)) \/5(!0>+| ) ®0)
Wa
6.10 Beispiel

1 1 1 1

111 -1 1 -1

W4:W2®W2 W4:* 1 1 1 -1

1 -1 -1 1

Zustandsiibergang fiir Basiszustand |zgz1), xg, 21 € {0,1}:
Wilzox) 5(\ 0) + (=1)™]01) 4 (=1)™[10) 4 (=1)™*[11))

1 %o 1 _ym
7(|0> (=1) |1>)®\/§(|0>+( ™1))

Wilzo) Walz1)

6.11 Satz iiber unitdre Abbildungen, die sich nicht als
Tensorprodukt von Matrizen schreiben lassen

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Wir wissen bereits, dass nicht jeder 2-Qubit-Zustand ein Tensorprodukt zweier 1-Qubit-
Zustande ist. Analog ist nicht jede unitére Abbildung M € C*** Tensorprodukt unitirer

Matrizen A, B € C?*?

18



6 2-Quanten-Register

Beweis

MCNOT = ist unitar (6 34)

S O O
S O = O
_ o O O
O = O O

Annahme: M¢oyor sei Tensorprodukt zweier unitarer Abbildungen, d.h. Moyor = A®B.
Dann gilt:

Wa®1Iz 1 ARB 1
j00) "E% ﬁ(|oo>+|1o>) adlv;

D.h. wir erhalten ein verschrinkltes EPR-Paar durch lokal unitdare Abbildungen auf dem
separablen Zustand |00). (4 zu 6.9, siehe Seite 17)

(100) + |10)) (6.35)

6.12 Definition einer Quantenkopiermaschine

Sei |r) € C?*? ein Qubit. Eine Quantenkopiermaschine ist eine unitire Abbildung M
mit:

M(|2) ® |z)) = |2) ® |2) V|z) € C**2 (6.36)

6.13 Satz iiber die Nichtexistenz von Quantenkopiermaschinen

Es gibt keine Quantenkopiermaschine.

Beweis Annnahme: Es gebe eine Quantenkopiermaschine M. Seien |0), |1) Basiszustande.
Aufgrund der Kopiereigenschaft gilt:

M(W2[0) @ [1)) = W>|0) ® W>[0) (6.37)

ist separabel. Aufgrund der Linearitdt von M gilt aber ebenfalls

1 1
M(W5|0) ® |1)) = M(E|01> + ﬁm)) (6.38)
1 1

ist verschrankt (EPR-Paar). 4 zur Annahme.

&
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7 n-Qubit-Zustinde (Register)

Man beachte

1000
01 0 0f. . e . .
Menor = 00 o 1|t Kopiermaschine fiir Basiszusténde |0), |1) (6.40)
0010
denn [00) + [00) A [01) — [11) (6.41)

Allerdings gilt:

(Oé()|0> + O[1|]_>)|0> M%OT Cl{()|00> + 011|11> 7£ (a0|0> + 0./1|]_>)(O[0|0> + Oél|1>> fur Qp, 1 7£ 0

(6.42)
7 n-Qubit-Zustande (Register)
Seien |0), 1) eine orthonormale Basis des C2. Das Basislemma liefert:
0) ®10),10) @ 1,]1) @10),[1) @ |1) (7.1)

als orthonormale Basis des C*. Erneute Anwendung liefert orthomormale Basis |bob1bz), b; €
{0,1} des C?. Induktiv:

|bo"'bn_1>,bj €0,1 (72)

ist orthonormale Basis des C2"

7.1 Definition: n-Qubit-System

Ein n-Qubit-System ist ein Einheitsvektor im C?" der Form.

2)= > clr)mite, €C, > e [P=1 (7.3)

ze{0,1}7 z€{0,1}"

7.1.1 Notation

Wir interpretieren x = x,,_1 - - - ¢ als Bindrdarstellung der natiirlichen Zahl

n—1
Z ZL’i2n_1_j (74)
§=0
Dann schreiben wir:
on_1
12) = > ¢li) (7.5)
§=0
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7 n-Qubit-Zustinde (Register)

7.2 Zustandsiibergange
e GeméiB unitdrer Abbildungen M € C2"*2".

e Lokal unitdare Abbildungen auf einzelnen Qubits.

7.2.1 Beobachtung:

e Beschreibung von n-Bit-Register erfordert 2" Amplituden.

e Operationen besitzen BeschreibungsgroBe von (27)% - 227,

Deshalb (Feynman:)

"Quantenrechner sollten sich nicht effizient auf klassischen Rechnern simulieren lassen,

da die Beschreibungsgrofie exponentiell in der Anzahl n der Register ist.”

7.3 Definition: Separabilitat

Ein n-Qubit-System |z) € C*" heifit separabel genau dann wenn

12) = |21) ® -+ @ |2,) fiir |z;) € C?
Nicht separable Zusténde heiflen beschrankt.

7.3.1 Beispiel

5=
z2)y = —=

V3
ist verschrankt. Messung des 1. Qubits liefert
|0) mit Warscheinlichkeit 2. Danach in

1000) — |001)

2

3

(1000) — |001) — [111))

1
i

= —=(1000) — Jo01)

1) mit WS 3. Danach in
S5 (]111)
\ﬁ
3
7.4 Quantenteleportation (Bennett et al. 1993)

7.4.1 Szenario

=[111))

(7.7)

(7.8)

Alice besitzt Qubit |z) = ¢o|0) + ¢1|1). Alice und Bob besitzen klassischen Kanal, d.h.
sie konnen Bits versenden, aber keine Qubits. Alice und Bob teilen sich ein EPR-Paar

le) = %(\O@ +[11)) Alice besitzt das 1. Qubit, Bob besitzt das 2. Qubit.
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7 n-Qubit-Zustinde (Register)

Ziel Alice will |z) an Bob senden.

Probleme
e Alice kennt ¢, ¢; nicht. Messung lasst Wellenfunktion kollabieren.

e Approximieren der Amplitude durch Kopieren von |z) und wiederholtes Messen
ist nicht moglich.

Messung liefert nur Amplitundenquadrate |co|?,|c1|? nicht ¢, ¢;.

Jede Methode die |z) aus klassischer Information konstruiert liefert Kopien von
|z). Widerspruch zum No-Cloning-Theorem.

Ausweg Alice muss |z) tbertragen, d.h. am Ende besitzt Bob |z), aber Alice nicht
mehr. Nutze dafiir die Verschrankung durch das EPR-Paar. Betrachte

[2) @ le) =(co|0) + c1[1)) @ —=(]00) + [11)) (7.10)

€

V2
1

:ﬁ(00|000> + ¢o|011) + ¢1|100) + ¢1]|111)) (7.11)

Beachte: Die ersten beiden Bits gehoren Alice, das dritte Bit gehort Bob. Alice fithrt
folgenden Schaltkreis aus:

Erlauterungen
1. Alice wenden CNOT auf das 2.Qubit mit dem 1. Qubit als Kontrollbit an:

1z¢) CNQT 1

ze) 7

2. Alice wendet nun auf das 1. Qubit die Hadamard-Walsh-Transformation W5 an:

(€0|000) + co[011) + ¢1]100) + ¢;|111)) (7.12)

(0100 + 1)100) +

(|0) —[1))]01))
(7.13)

ﬁ(l()) + 1)) + ﬁ(l0> = [1)[10) + 7

1
=5 (€0l000) + col100) +¢9|011) + €o[010) — e1[110) + ¢1]001) +¢1[101))  (7.14)

=;(|00>(00|0> +a1|1)) +01) (co|1) + 1{0)) + [10)(co|0) — c1[1)) + [11)(co[1) — 1]0)))
(7.15)

3. Alice misst ihre beiden Qubits (siche Tabelle 1) und teilt ihr Messergebnis Bob
iber den klassischen Kanal mit.
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7 n-Qubit-Zustinde (Register)

Tabelle 1: Messung der beiden Qubits von Alice - Warscheinlichkeit jeweils %
Qubit H Zustand nach Messung

00) | 100)(col0) 4 €1[1))
01) | 101)(col1) 4 €1[0))
[10) | [10)(col0) — a[1))
[11) || +[11)(co[1) = 10))

Tabelle 2: Bobs Operation in Abhéngigkeit von Alices Messergebnis
Messergebnis H Operation

|00) || Keine Operation, da Qubit im gewtinschten Zustand
NOT

|01) || NOT: ¢o|1) 4+ ¢1]0) = ¢0|0) + ¢1|1)
110) || Flip: col0) — c1[1) ¥ ¢ol0) + ¢4 [1)
|11) || Flip o NOT: ¢|1) — ¢1]0) Flipo NOT col0) + ¢1|1)

4. Bob fithrt entsprechend des gesendeten Qubits von Alice eine Operation durch
(siche Tabelle 2).

Bobs Operation als Schaltkreis: (Bild folgt)

7.5 Superdense Coding (Bennet, Wiesner 1992)

7.5.1 Szenario
e Alice und Bob besitzen Quantenkanal zum Versenden von Qubits.
e Alice und Bob teilen sich EPR-Paar.

Ziel Versand zweier klassischer Bits (bg, b1) mit Hilfe von einem Qbit. Alice fithrt fol-
gende Operation auf ihrem Qubit aus: (Bild folgt)

f(bg,by) = {Flip auf 1. Qubit, falls by = 1Not auf 1. Qubit, falls b; = 1 (7.16)

Liefert: (siehe Tabelle 3)
Alice sendet Zustand |z) tiiber Quantenkanal an Bob. Bob fiihrt folgende Operation aus
(siehe auch Tabelle 4)(Bild folgt):

1 0 0 1
1{o0 1 1 0

M==511 0 0 -1 (7.17)
0 -1 1 0
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7 n-Qubit-Zustinde (Register)

Tabelle 3: Zustande des Qubits nach Alices Operation beim Superdense Coding
bo ‘ by H Operation

o

— = O

0

1
0
1

(100) +[11))
(10} +[01))
(100) — |11))
([10) —101))

1

S-S5~

Tabelle 4: Bobs Berechnung der urspriinglichen Bits

Berechnung H Interpretation

(100} + [11)) & 1(j00) + 10) + [00) — [10) = [00) || (b0, by) = (0,0)
(110} + 01)) & L(j01) — [11) +]01) + |11) = [01) || (bo, by) = (0,1)
1(100) — [11)) & 1(]00) + 10 — [00) — +]10) = 00) || (bo, by) = (1,0)
L(110) — [01)) 2 1(=]01) + [11) + 01) + [11) = [11) || (b0, 1) = (1, 1)

24



	Warum Quantenalgorithmen?
	Klassische vs. Quanten-Berechnung
	Klassische probabilistische Systeme
	Beispiel: klassischer Münzwurf
	Warscheinlichkeitsbaum des Münzwurfs
	Weiteres Beispiel eines Warscheinlichkeitbaumes
	Geometrische Interpretation


	1-Qubit-System
	Definition: Qubit
	Exkurs/Notation für komplexe Vektorräume  C n
	Satz über orthonormale Basen im  C n 
	Beispiel

	Definiton über den Zustand eines Qubits
	Definiton über den Zustand eines Quantensystems
	Bezeichnungen
	Vergleich Warscheinlichkeitsverteilung und Superposition
	Quantenmünzwurf

	Operationen auf 1-Qubit-Systemen
	Definition unitärer Abbildungen
	Satz über unitäre Matrizen als unitäre Abbildungen
	Beispiel: Hadamar-Walsh-Matrix

	Entwicklung eines Qubits unter einer unitären Abbldung U (Operator U)
	Beispiel: Quanten-NOT
	Beispiel: Wurzel des NOT
	Beispiel: Hadamar-Walsh (2)
	Beispiel: Flip

	Definition über die Äquivalenz von zwei Zuständen

	Exkurs über Tensorprodukte
	Definition des Tensorprodukts
	Beispiele

	Rechenregeln für das Tensorprodukt
	Distributivität
	Skalare Multiplikation
	Skalarprodukt
	Norm des Tensorprodukts

	Lemma über die Orthonormalität einer Basis aus dem Tensorprodukt zweier orthonormaler Basen
	Beispiel

	Notationen

	2-Quanten-Register
	Definition des Zustands eines 2-Qubit-Systems
	Messung eines 2-Qubit-Systems:
	Messung eines einzelnen Qubits eines 2-Qubit-Systems
	Definition von separabel und verschränkt
	Beispiel eines separablen Zustands
	Beispiel eines verschränkten Zustands
	Bezeichung (EPR-Paar)


	Fakt
	Beispiel: CNOT

	Definition einer Pertmutationsmatrix
	Beispiel

	Bezeichnung (lokal unitär)
	Speziallfälle

	Definition des Tensor- bzw. Kronecker-Produkts von Matrizen
	Beispiel

	Satz über die Beschreibung der Anwendungen von A und B als Tensorprodukt von Matrizen
	Beispiel

	Beispiel
	Satz über unitäre Abbildungen, die sich nicht als Tensorprodukt von Matrizen schreiben lassen
	Definition einer Quantenkopiermaschine
	Satz über die Nichtexistenz von Quantenkopiermaschinen

	n-Qubit-Zustände (Register)
	Definition: n-Qubit-System
	Notation

	Zustandsübergänge
	Beobachtung:

	Definition: Separabilität
	Beispiel

	Quantenteleportation (Bennett et al. 1993)
	Szenario

	Superdense Coding (Bennet, Wiesner 1992)
	Szenario



